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Abstrak 
Human Papillomavirus (HPV) adalah salah satu virus 
yang menyebabkan terjangkitnya penyakit kanker yang mematikan 
kedua setelah kanker payudara. Virus HPV ini dapat menyerang 
laki-laki dan perempuan sehingga dibutuhkan pemberian vaksin 
pada suatu individu untuk mencegah terjangkitnya terinfeksi HPV. 
Pemberian vaksin dilakukan secara berkala untuk meminimalisir 
terinfeksinya virus HPV. Pada penelitian ini model matematika 
pengaruh pemberian vaksin infeksi HPV terhadap kanker serviks 
dibedakan menjadi 2 sub populasi yaitu laki-laki dan perempuan, 
sedangkan populasi perempuan diambil titik pengamatan usia 26 
tahun. Adapun masing-masing sub populasi didapatkan titik 
kesetimbangan dan rasio reproduksi dasar (𝑅0). Berdasarkan hasil 
simulasi yang diperoleh dengan menggunakan software MATLAB 
2013a menggunakan metode Runge-Kutta orde empat dengan 
variasi langkah waktu(h) adalah 0.5 dan 0.0005 menunjukkan 
bahwa semakin kecil nilai h maka semakin sedikit waktu yang 
dibutuhkan untuk menuju persekitaran titik setimbang. Selanjutnya 
dengan menginput nilai gejala penyebaran virus dan usia 
kematangan perempuan adalah 0.5 dan 1 menunjukkan bahwa 
semakin kecil laju gejala virus maka semakin lambat virus 
menyebar dan semakin besar laju kematangan usia perempuan 
maka semakin kecil waktu yang dibutuhkan untuk terinfeksi. 
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Abstract 
 Human Papillomavirus (HPV) is a virus that cause the deadly 
disease of cancer second only to breast cancer. This HPV virus can 
attack the men and women so required the granting of vaccines in 
order to prevent an individual infected with HPV. Administering 
vaccines in do periodically to minimize the HPV virus infected. 
This mathematical model study on the influence of HPV infection 
vaccine allotment against cervical cancer is distinguished into 2 
sub population i.e., men and woman, while female population is 
taken observation point 26 years old. As for each sub group 
obtained equilibrium point and basic reproduction ratio(𝑅0). 
Based on simulated results obtained by using the MATLAB 
software 2013a using Runge-Kutta method with four-order 
variation of time step (h) is 0.5 and 0.0005 suggests that the smaller 
the value of h then the less time needed to go to the neighborhood 
of a point of equilibrium. Next to the input value of a symptom of 
the age of maturity of females is 0.5 and 1 show that the rate of 
symtoms of the virus is slow then the virus spreads and the greater 
the rate of maturity age women then getting smaller the time it 
takes to get infected. 
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  PENDAHULUAN 
 
Bab ini membahas latar belakang yang mendasari penulisan 
Tugas Akhir. Didalamnya mencakup identifikasi permasalahan 
pada topik Tugas Akhir. Uraian ini bersifat umum yang 
menjelaskan secara ringkas hal-hal yang dilakukan pada 
penyelesaian Tugas Akhir. Informasi yang telah diperoleh tersebut 
kemudian dirumuskan menjadi permasalahan, kemudian diberikan 
asumsi dan batasan-batasan untuk membatasi pembahasan  serta 
manfaat dan sistematika penulisan pada Tugas Akhir ini. 
 
1.1 Latar Belakang 
Pada tahun 2017 telah diprediksikan hampir 9 juta orang 
meninggal di seluruh dunia akibat kanker dan akan terus meningkat 
hingga 13 juta orang tahun di 2030[1]. Salah satu kanker yang 
menyerang adalah kanker serviks. Kanker serviks merupakan 
penyakit mematikan bagi perempuan setelah kanker payudara. 
Salah satu penyebab terjangkitya penyakit kanker serviks adalah 
karena terdapat virus, yaitu Human Papillomavirus (HPV). Virus 
ini dapat menyerang perempuan maupun laki-laki.  Selain kutil 
ano-genital pada pria dan wanita, HPV dapat menyebabkan 
papillomatosis respirasi berulang. Infeksi HPV sebagian besar 
bersifat asimtotik local dan berlangsung kurang dari satu tahun [2].  
Pada data rekapulasi deteksi dini kanker serviks pada tahun 
2016 sebanyak 1.925.943 perempuan telah melakukan 
pemeriksaan kanker serviks dan sebanyak 73.453 telah di nyatakan 
positif terinfeksi[3]. Salah satu penularan virus HPV yang 
menyebabkan kanker serviks adalah dengan hubungan seksual 
antara laki-laki dan perempuan. Kanker serviks dapat dicegah 
dengan memberikan vaksin HPV secara berkala. Kementrian 
Kesehatan RI telah mengestimasi jumlah wanita dengan usia masa 
subur 15-39 tahun sebanyak 69.739.202 jiwa dan telah diimunisasi 
sebanyak 53.172 jiwa [1]. Di Amerika Serikat Centers for Disease 
Control and Prevention (CDC) telah merekomendasikan tiga dosis 





tahun atau 12 tahun  atau usia 26 tahun pada perempuan dan usia 
21 tahun pada laki-laki jika belum mendapatkan vaksin[4].  
Dalam model yang dibangun dalam Tugas Akhir ini 
perempuan pada usia pertama dianggap lebih rentan terhadap 
infeksi HPV dan akan divaksinasi. Pada kelompok ini diasumsikan 
tidak ada kemungkinan terkena kanker serviks. Kelompok usia 
kedua diasumsikan beresiko rendah terhadap infeksi HPV baru 
namun lebih rentan untuk menunjukkan infeksi pada kanker 
serviks. Kelompok usia ini tidak mendapatkan vaksin HPV baru 
karena lebih signifikan pada kanker serviks. Diasumsikan bahwa 
kelompuk usia pertama berada pada usia di bawah 26 tahun 
sedangkan kelompok usia kedua berada pada usia di atas 26 tahun.  
Pada penelitian ini menggunakan model yang sudah dibuat 
oleh penelitian sebelumnya yang menggambarkan infeksi HPV 
dalam kanker serviks yang dirujuk oleh Oluwaseum Sharomi. 
Analisis yang dilakukan pada model matematika ini menggunakan 
analisis stabilitas dengan titik kesetimbangan bebas penyakit dan 
titik kesetimbangan endemik dengan vaksinasi HPV terhadap 
kanker serviks. Selanjutnya di bagian akhir Tugas Akhir ini akan 
dilakukan simulasi numerik dengan menggunakan software 
MATLAB R2013a dengan metode Runge-Kutta orde ke empat. 
1.2 Rumusan Masalah 
Rumusan masalah dalam Tugas Akhir ini, yaitu: 
1. Bagaimana menganalisis kestabilan model matematika dari 
pengaruh pemberian vaksin infeksi HPV terhadap kanker 
serviks? 
2. Bagaimana menginterpretasikan simulasi numerik dari 
pengaruh pemberian vaksin infeksi HPV terhadap kanker 
serviks? 
1.3 Batasan Masalah 
Batasan masalah dalam Tugas Akhir ini, yaitu: 
1. Data yang digunakan merujuk pada penelitian Oluwaseun 
Sharomi, Taufail Malik (2017) 







Tujuan yang ingin dicapai dalam Tugas Akhir, yaitu: 
1. Menganalisis kestabilan model matematika pengaruh 
pemberian vaksin infeksi HPV terhadap kanker serviks. 
2. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik dari model 




Manfaat yang diharapkan dari Tugas Akhir ini, yaitu: 
1. Sebagai informasi untuk penelitian selanjutnya tentang analisis 
kestabilan model matematika pengaruh pemberian vaksin 
Human Papillomavirus terhadap kanker serviks. 
2. Sebagai referensi bagi pihak terkait dalam menyelesaikan 
masalah pencegahan penyakit kanker serviks dengan pemberian 
vaksin Human Papillomavirus. 
 
1.6 Sistematika Penulisan  
Penulisan Tugas Akhir ini disusun dalam lima bab, yaitu: 
1. BAB I PENDAHULUAN 
Bab ini berisi tentang gambaran-gambaran umum dari 
penulisan Tugas Akhir meliputi; latar belakang, rumusan masalah, 
batasan masalah, tujuan, manfaat, dan sistematika penulisan. 
 
2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA 
Bab ini berisi tentang referensi yang berhubungan dengan 
penelitian sebelumnya, Human Papillomavirus, kanker serviks, 
model matematika pemberian vaksin pada infeksi Human 
Papillomavirus terhadap kanker serviks, titik kesetimbangan, 
bilangan reproduksi dasar, pelinieran, kestabilan asimtotik lokal, 
metode Runge-Kutta. 
 
3. BAB III METODE PENELITIAN 
Bab ini menjelaskan tentang tahapan-tahapan yang dilakukan 
dalam pengerjaan Tugas Akhir, tahapan-tahapan tersebut antara 
lain adalah mengkaji model yang telah dibuat oleh peneliti 





model, menentukan bilangan reproduksi, menganalisis kestabilan 
dengan pelinieran model, simulasi numerik. Tahap terakhir adalah 
melakukan penarikan kesimpulan dari hasil analisis dan 
pembahasan serta simulasi numerik yang telah dilakukan. 
 
4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Bab ini menjelaskan tentang model matematika pemberian 
vaksin pada infeksi Human Papillomavirus terhadap kanker 
serviks, analisis titik kesetimbangan, menentukan bilangan 
reproduksi dengan asumsi-asumsi P.Van den Driessche, analisis 
kestabilan lokal, analisis hasil dari simulasi numerik dari fenomena 
yang dilakukan dengan menggunakan software MATLAB 2013a. 
 
5. BAB V PENUTUP 
Bab ini berisi tentang kesimpulan yang diperoleh dari Tugas 










Pada bab ini dibahas mengenai dasar teori yang digunakan 
dalam penyusunan Tugas Akhir ini. Dasar teori yang digunakan 
meliputi penelitian terdahulu, Human Papillomavirus, kanker 
serviks, bilangan reproduksi dasar, titik kesetimbangan, pelinieran, 
kestabilan asimtotik lokal, metode Runge-Kutta orde ke empat. 
 
2.1 Penelitian Terdahulu 
Pada penelitian sebelumnya telah dilakukan oleh Utami Dyah 
(2012) yang berjudul “Bilangan Reproduksi pada Model DISP 
dari Penyebaran Virus HIV-AID” mengkonstruksi formulasi 
reproduksi dasar endemik  berdasarkan model DISP yang dibuat 
oleh James.M Hyun dan Jia Li dengan populasi yang dibagi 3 grup 
dengan masing-masing grup mempunyai 2 sub populasi rate 
infeksifitas berbeda, konstruksi bilangan reproduksi dasar yang 
digunakan menggunakan metode dari P.van den Driessche dan 
James Wathmough dengan 5 asumsi dasar yang harus dipenuhi.[5] 
Tufail Malik (2013) juga melakukan penelitian dengan judul 
“Qualitative Analysis of an Age- and Sex-Structured Vaccinaton 
Model for Human Papillomavirus” menjelaskan tentang analisis 
model transmisi dinamika Human Papillomavirus berdasarkan 
umur yang terstruktur dengan mengambil bentuk sistem 
deterministik dari sistem persamaan diferensial parsial non-liniear 
dengan transmisi terpisah. Pengendalian Human Papilomavirus 
yang efektif menggunakan vaksin yang diatur oleh ambang batas 
kuantitas kuantitas 𝑅𝑣 (penggunaan vaksin menyebabkan 
pengendalian penyakit yang efektif atau terhapuskan jika dan 
hanya jika mengurangi kuantitas 𝑅𝑣 < 1 sedangkan penggunaan 
vaksin tersebut tidak mengarah ke penyakit jika gagal 𝑅𝑣 < 1) [6].  
Penelitian selanjutnya  dilakukan oleh Liu G (2016) dengan 
judul “HPV Vaccine Completion and Dose Adherence Among 
Commercially Insured Females Aged 9 Through in The Us” 





MarketScan 2008-2011 untuk memeriksa vaksin HPV dengan 
mengasumsikan struktur populasi perempuan diusia 9-26 tahun[4].  
Penelitian selanjutnya dilakukan oleh Oluwaseun S. (2017) 
dengan judul “A Model to Asses The Effect of Vaccine Comliance 
on Human Papillomavirus Infection and Cervical Cancer “yang 
membahas tentang tiga dosis vaksin Human Papillomavirus (HPV) 
yang direkomendasikan untuk laki-laki dan perempuan dan 
kepatuhan dosis. Pada penelitian ini dibangun model deterministik 
untuk infeksi Human Papillomavirus terhadap kanker serviks. [7] 
2.2 Kanker Serviks 
Kanker serviks merupakan keganasan yang berasal dari serviks. 
Serviks adalah sepertiga uterus berbentuk silindris menonjol dan 
berhubungan dengan vagina melalui ostium uteri eksternum [8]. 
2.3 Human Papillomavirus 
Human Papillomavirus (HPV) adalah penyebab infeksi yang 
paling sering ditularkan melalui hubungan seksual (sexually 
transmitted infection) di dunia. Infeksi persisten HPV, khususnya 
HPV tipe high risk dapat menimbulkan kanker serviks pada wanita 
dan kanker anogenital lainya(vulva,vagina,penis dan anus), 
sedangkan infeksi HPV tipe low risk dapat menimbulkan kutil 
kelamin (condyloma acuminatum), pada wanita maupun pria [8]. 
2.4 Model Matematika Pemberian Vaksin Human 
Papillomavirus terhadap Kanker Serviks 
Berdasarkan struktur populasi model pemberian vaksin HPV 
terhadap kanker serviks pada penelitian Oluwaseun Sharomi dkk 
(2017) dapat dikelompokkan menjadi dua kelompok yaitu: 
a) Model 1 
Berdasarkan struktur populasi model pertama merupakan 
populasi perempuan dengan pengamatan usia di bawah 26 tahun. 
Pada usia ini perempuan lebih signifikan untuk terinfeksi HPV 
sehingga diberikan tiga dosis vaksin HPV. Model vaksinasi pada 
usia dibawah 26 tahun dapat di modelkan adalah sebagai berikut: 
𝑑𝑆1
𝑑𝑡







= 𝜋𝑓∅𝑓 + 𝜓𝑢𝑆1 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1 − (𝜓𝑣 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 
𝑑𝑉1
𝑑𝑡
= 𝜓𝑣𝑈1 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑉1 
𝑑𝑊1
𝑑𝑡
= 𝜓𝑤𝑉1 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1 − ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1 
𝑑𝐸1
𝑑𝑡
= 𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1] − (𝜌1
+  𝜉 + 𝜇𝑓)𝐸1 
𝑑𝐼1
𝑑𝑡
= 𝜌1𝐸1 − (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝐼1 
𝑑𝑅1
𝑑𝑡
= 𝜎1𝐼1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑅1                                                              (2.1) 
b) Model 2 
Berdasarkan struktur populasi model kedua adalah populasi 
perempuan dengan usia pengamatan di atas 26 tahun. Pada usia ini 
perempuan lebih beresiko tinggi dan signifikan untuk terkena 
kanker serviks. Model vaksinasi pada usia diatas 26 tahun yaitu: 
𝑑𝑆2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑆1 − 𝜂𝜆𝑚𝑆2 − 𝜇𝑓𝑆2 
𝑑𝑈2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑈1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2 − 𝜇𝑓𝑈2 
𝑑𝑉2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑉1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2 − 𝜇𝑓𝑉2 
𝑑𝑊2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑉1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2 − 𝜇𝑓𝑊2 
𝑑𝐸2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑊1 + 𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2
+ (1 − 𝜖𝑤)𝑊2] − (𝜌2 + 𝜇𝑓)𝐸2 
𝑑𝐼2
𝑑𝑡
= 𝜉𝐼1 + 𝜌2𝐸2 − (𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2 
𝑑𝑅2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑅1 + 𝑟𝜎2𝐼2 + 𝜎3𝑃 + 𝜎4𝑄 − 𝜇𝑓𝑅2                           (2.2) 
Pada usia diatas 26 tahun perempuan lebih rentan terhadap 
kanker serviks. Hal ini disebabkan telah terinfeksi HPV sehingga 







= (1 − 𝑟)𝜎2𝐼2 − (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)𝑃 
𝑑𝑄
𝑑𝑡
= 𝜅𝑃 − (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)𝑄 
𝑑𝐶
𝑑𝑡
= 𝛼𝑄 − (𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 
𝑑𝑅𝑐
𝑑𝑡
= 𝛾𝐶 − 𝜇𝑓𝑅𝑐                                                                          (2.3) 
c) Model 3 
Infeksi Human Papillomavirus dapat menular melalui 
hubungan seksual antara laki-laki dan perempuan, sehingga laki-
laki juga membutuhkan tiga dosis vaksin HPV untuk mencegah 
terjadinya penularan virus dengan usia yang tidak terstruktur. 
Model vaksinasi pada laki-laki dapat dimodelkan sebagai berikut:  
𝑑𝑆𝑚
𝑑𝑡
= 𝜋𝑚(1 − ∅𝑚) − 𝜔𝑢𝑆𝑚 − 𝜆𝑓𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝑆𝑚 
𝑑𝑈𝑚
𝑑𝑡
= 𝜋𝑚∅𝑚 + 𝜔𝑢𝑆𝑚 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚 − (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 
𝑑𝑉𝑚
𝑑𝑡
= 𝜔𝑣𝑈𝑚 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚 − (𝜔𝑤 + 𝜇𝑚)𝑉𝑚 
𝑑𝑊𝑚
𝑑𝑡
= 𝜔𝑤𝑉𝑚 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚 − 𝜇𝑚𝑊𝑚 
𝑑𝐸𝑚
𝑑𝑡
= 𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚]
− (𝜌𝑚 + 𝜇𝑚)𝐸𝑚 
𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡
= 𝜌𝑚𝐸𝑚 − (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 
𝑑𝑅𝑚
𝑑𝑡
= 𝜎𝑚𝐼𝑚 − 𝜇𝑚𝑅𝑚                                                               (2.4) 
dengan  𝜆𝑚 =
𝛽𝑚𝑐𝑓(𝜃𝑚𝐸𝑚+𝐼𝑚)
𝑁𝑚










Jumlah populasi dari perempuan yaitu  𝑁𝑓(𝑡) = ∑ [𝑆𝑖(𝑡) +
2
𝑖=1
𝑈𝑖(𝑡) + 𝑉𝑖(𝑡) + 𝑊𝑖(𝑡) + 𝐸𝑖(𝑡) + 𝐼𝑖(𝑡) + 𝑅𝑖(𝑡)] +𝑃(𝑡) + 𝑄(𝑡) +
𝐶(𝑡) + 𝑅𝑐(𝑡).  
Sedangkan jumlah populasi laki-laki adalah 𝑁𝑚(𝑡) = 𝑆𝑚(𝑡) +
𝑈𝑚(𝑡) + 𝑉𝑚(𝑡) + 𝑊𝑚(𝑡) + 𝐸𝑚(𝑡) + 𝐼𝑚(𝑡) + 𝑅𝑚(𝑡). 
2.5 Bilangan Reproduksi Dasar 
Menurut Giesecke (2002), bilangan reproduksi dasar adalah 
rata-rata banyaknya individu rentan yang terinfeksi secara 
langsung oleh individu lain yang telah terinfeksi dan masuk ke 
dalam populasi yang seluruhnya masih rentan. Namun adapula 
yang mengartikan rasio atau perbandingan yang menunjukkan 
jumlah individu suspectible yang menderita penyakit yang 
diakibatkan oleh satu individu infected.  
Kondisi yang timbul adalah salah satu dari kemungkinan berikut: 
1. Jika 𝑅0 < 1 maka penyakit akan menghilang 
2. Jika  𝑅0 > 1 maka penyakit akan meningkat menjadi 
wabah. 
Perhitungan bilangan reproduksi dasar (𝑅0) berdasarkan 
linierisasi dari sistem persamaan diferensial yang didekati pada 
titik ekuilibrium bebas penyakit.  
Menurut P.van den Driessche, J.Watmough (2002), 
perhitungan bilangan reproduksi sangat penting untuk 
membedakan individu yang baru terinveksi dari populasi lainnya.  
Misalkan 𝑋𝑠  adalah keadaan bebas penyakit. 
Diberikan 𝑋𝑠 = {𝑥 ≥ 0|𝑥𝑖 = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚}. 
Dimana  𝐹𝑖(𝑥) merupakan laju infeksi baru yang muncul pada 
kompartement i, 𝑉𝑖
+(𝑥) merupakan laju dari individu transfer yang 
masuk pada kompartemen i, dan 𝑉𝑖
−(𝑥) merupakan laju dari 
individu transfer yang keluar pada kompartemen i. Asumsi pada 
setiap persamaan diferensial yang kontinu paling sedikit dua setiap 
variabel. Model penyakit transisi dari keadaan non negative dengan 
mengikuti persamaan sistem sebagi berikut: 





Dimana 𝑉𝑖(𝑥) = 𝑉𝑖
−(𝑥) − 𝑉𝑖
+(𝑥) dan fungsi menuhi asumsi 
(A1)-(A5). Jika setiap individu merepresentasikan individu 
transfer maka semuanya non-negatif. Sehingga, 
(A1) Jika 𝑥 ≥ 0,maka 𝐹𝑖(𝑥), 𝑉𝑖
+(𝑥), 𝑉𝑖
−(𝑥) ≥ 0 untuk 𝑖 = 1,… , 𝑛  
(A2) Jika  𝑥𝑖 = 0 maka 𝑉𝑖
− = 0. Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka 𝑉𝑖
− = 0 untuk 
𝑖 = 1,… ,𝑚. 
(A3) 𝐹𝑖 = 0 jika 𝑖 > 𝑚 
(A4) Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka𝐹𝑖(𝑥) = 0dan𝑉𝑖
+(𝑥) = 0untuk 𝑖 = 1,… ,𝑚. 
(A5) Jika 𝐹(𝑥) dipreposisi nol, maka semua nilai eigen dari 
𝐷𝑓(𝑥0) mempunyai bagian riil negative. [14] 
 
Definisi 2.5.1 [14] 
Jika 𝑥0 adalah DFE (Dease Free Equilibrium) dari (1) dan 𝑓𝑖(𝑥) 
memenuhi (A1)-(A5) maka derivative 𝐷𝐹(𝑥0) dan 𝐷𝑉(𝑥0) dapat 







), dimana F dan V adalah 








Selanjutnya F adalah non-negatif, V adalah M-matrik non-
singular dan semua nilai eigen dari 𝐽4 adalah riil positif. 
 
Kemudian didefinisikan matrik K sebagai berikut: 
𝐾 = 𝐹𝑉−1 
dengan K disebut sebagai matriks next generation. Nilai dari 
infeksi sekunder pada populasi rentan adalah radius spektral (nilai 
eigen dominan) dari matriks K [14], sehingga 
𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉
−1) 
2.6 Kestabilan Titik Tetap 




= 𝑓(𝑥, 𝑦)                          
𝑑𝑦
𝑑𝑥





Titik (?̅?0, ?̅?0, ) merupakan titik kesetimbangan dari persamaan 
(2.5) jika memenuhi 𝑓(?̅?0, ?̅?0, ) = 0 dan 𝑔(?̅?0, ?̅?0, ) = 0. Jika titik 
(?̅?0, ?̅?0, ) adalah titik kesetimbangan sistem autonomous, maka 
fungsi-fungsi konstan 𝑥(𝑡) = ?̅?0 dan 𝑦(𝑡) = ?̅?0 merupakan solusi 
penyelesaian dari sistem autonomous. Artinya penyelesaian yang 
diperoleh memiliki hasil yang tetap seiring berubahnya waktu [9]. 
2.6 Pelinieran 
Analisis kestabilan pada sistem yang mempunyai bentuk non 
linier dilakukan analisis kestabilannya dengan menggunakan cara 
menganalisis transformasi kestabilan lokal disekitar titik 
setimbang dari sistem tersebut. Untuk melakukan analisis 
transformasi kestabilan lokal tersebut maka digunakan Deret 
Taylor untuk mencari hampiran solusi disekitar titik setimbang.  
Misalkan diberikan bentuk nonlinear sebagai berikut: 
𝑑𝑥1
𝑑𝑡
= 𝐹1(𝑥1,𝑥2,𝑥3, … , 𝑥𝑚)           
𝑑𝑥2
𝑑𝑡
= 𝐹2(𝑥1,𝑥2,𝑥3, … , 𝑥𝑚)           
𝑑𝑥3
𝑑𝑡
= 𝐹3(𝑥1,𝑥2,𝑥3, … , 𝑥𝑚)          
⋮     
𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑡
= 𝐹𝑚(𝑥1,𝑥2,𝑥3,… , 𝑥𝑚)                                       (2.7) 
Asumsikan bahwa fungsi 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 hingga sampai 𝐹𝑚 mempunyai 
turunan parsial yang kontinu di titik 𝑥∗̅̅ ̅ = (𝑥1
∗, 𝑥2
∗, 𝑥3
∗, … , 𝑥4
∗). Deret 
Taylor fungsi 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 hingga sampai 𝐹𝑚 disekitar 𝑥∗̅̅ ̅ adalah 
 
𝐹1(?̅?) = 𝐹1(𝑥














































∗ ) + 𝜂2(?̅?)
  




















∗ ) + 𝜂3(?̅?)
 
⋮ 




















∗ ) + 𝜂𝑚(?̅?)        
(2.8)                                                           
 
dengan 𝜂1(?̅?), 𝜂2(?̅?), 𝜂3(?̅?) dan 𝜂𝑚(?̅?) adalah suku sisa. Hampiran 





















= 0                                                                  (2.9) 
 
dengan (𝑥1 − 𝑥1
∗ , 𝑥2 − 𝑥2
∗, 𝑥3 − 𝑥3
∗ … , 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚
∗ )𝑇. 





















































































































































































































(𝑥∗̅̅ ̅)  
disebut matriks Jacobi atau partikal derivatif matriks dan 
dinotasikan dengan 𝐽(𝑥∗).  
Jika dimisalkan 𝑢 =  𝑥1 − 𝑥1
∗, 𝑣 =  𝑥2 − 𝑥2
∗ , 𝑦 =  𝑥3 − 𝑥3
∗  dan 𝑧 =
 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚
∗  sehingga 𝑤 = (𝑢, 𝑣, 𝑦, … , 𝑧)𝑇  dan dengan mengingat 
bahwa 𝐹1(𝑥
∗̅̅ ̅) = 𝐹2(𝑥
∗̅̅ ̅) = 𝐹3(𝑥
∗̅̅ ̅) = ⋯ = 𝐹𝑚(𝑥
∗̅̅ ̅) = 0 maka 





















































































= 𝐽(𝑥∗)𝑤 + 𝜂.                                                         (2.10) 




∗, … , 𝑥𝑚
∗ ) , (𝑢, 𝑣, 𝑦, … , 𝑧) bernilai kecil sehingga‖𝜂‖ ≤
‖𝑤‖.Oleh karena itu, 𝜂  dapat diabaikan dan sistem nonliniear (2.9) 
dapat dihampiri oleh sistem linear 
𝑑𝑤
𝑑𝑡
= 𝐽(𝑥∗)𝑤 .               (2.11) 
Jika𝑥1 = 𝑥1
∗, 𝑥2 = 𝑥2
∗,  𝑥3 = 𝑥3
∗, … 𝑥𝑚 = 𝑥𝑚
∗  maka 
(𝑢∗ , 𝑣∗, 𝑦∗, … , 𝑧∗) = (0,0,0, … ,0) sehingga sistem linear (2.11) 
memiliki titik kesetimbangan (𝑢∗, 𝑣∗, 𝑦∗, … , 𝑧∗) =
(0,0,0, … ,0)[11]. 
 
2.7 Kestabilan Asimtotik Lokal 
Kestabilan asimtotis lokal adalah kestabilan dari sistem linier 
atau kestabilan dari linier atau kestabilan dari linierisasi sistem tak 
linier. Kestabilan local pada titik kesetimbangan ditentukan oleh 
tanda bagian real dari akar-akar karakteristik sistem dari matriks 
Jacobian yang dihitung disekitar titik kesetimbangan. 
Definisi 2.8.1 [10]  
Jika J adalah matriks berukuran n x n maka vector tak nol x 
dinamakan vector karakteristik (vector eigen) dari J jika 
memenuhi: 
𝐽𝑥 = 𝜆𝑥                    (2.12) 
Untuk suatu skalar 𝜆. Skalar 𝜆 disebut nilai karakteristik dari J dan 







Untuk mencari nilai karakteristik matrik J berukuran n x n, maka 
persamaan (2.12) dapat ditulis: 
(𝜆𝐼 − 𝐽)𝑥 = 0 mempunyai penyelesaian x  tak nol jika dan hanya 
jika |𝜆𝐼 − 𝐽| = 0                                                                   (2.13) 
Jika matriks didefinisikan dengan 𝐽 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22




] maka pada persamaan (2.13) dapat ditulis  
|
𝜆 − 𝑎11 𝑎12
𝑎12 𝜆 − 𝑎22
| = 0 atau  
𝜆2 − 𝜆(𝑎11 + 𝑎22) + (𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21) = 0 







Teorema 2.8.1 [10]  
Jika J adalah matriks segitiga (segitiga atas, segitiga bawah atau 
diagonal) berukuran n x n, maka determinan dari J adalah 
perkalian dari diagonal utama matriks tersebut yaitu det 
(J)=𝑎11𝑎22 … 𝑎𝑛𝑛. 
 
Teorema 2.8.2 [11]  
Titik setimbang (?̅?0, ?̅?0, ) stabil asimtotis jika dan hanya jika nilai 
karakteristik matriks 𝐽 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
], mempunyai tanda negatif 
pada bagian realnya dan tidak stabil jika sedikitnya satu dari nilai 
karakteristik mempunyai tanda positif pada bagian realnya. 
 
2.8 Metode Runge-Kutta 
Metode Runge-Kutta orde keempat adalah sebuah cara numerik 
yang digunakan untuk menyelesaiakan persamaan diferensial biasa 
yang memiliki bentuk: 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑦(0) = 𝑦0 
Adapun metode Runge-Kutta orde keempat memliki bentuk 
umum sebagai berikut: 





Diketahui nilai dari 𝑦 = 𝑦𝑖 pada 𝑥𝑖, maka kita dapat 
menemukan nilai dari 𝑦 = 𝑦𝑖+1 pada 𝑥𝑖+1 dan ℎ =  𝑥𝑖+1 −  𝑥𝑖. 
Adapun bentuk persamaan bentuk metode maju Runge-Kutta 
yang sering digunakan adalah 
𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)ℎ  (2.15) 
dengan; 
𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

























Dalam bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis yang 
dilakukan dalam proses pengerjaan Tugas Akhir. Kegiatan 
penelitian dalam Tugas Akhir ini terdiri atas: studi literatur, 
mengkaji model pemberian vaksin pada infeksi Human 
Papilomavirus terhadap kanker serviks,menganalisis kestabilan 
local, analisis dan simulasi numerik, penarikan kesimpulan. 
 
3.1 Studi Literatur 
Pada tahap ini dilakukan analisis model dengan mempelajari 
literatur-literatur yang berhubungan dengan model pengaruh 
pemberian vaksin pada infeksi HPV terhadap kanker serviks dan 
penyelesaian numerik dengan menggunakan metode Runge-Kutta.  
 
3.2 Tahap Mengkaji Model Pemberian Vaksin pada Infeksi 
Human Papillomavirus (HPV) terhadap Kanker Serviks. 
Pada tahap ini dilakukan kajian model pemberian vaksin pada 
infeksi Human Papillomavirus terhadap kanker serviks terlebih 
dahulu dengan menyusun asumsi-asumsi tertentu sehingga dapat 
dibuat model kompartemen dengan 25 kelompok individu dimana 
struktur populasi perempuan diambil usia pengamatan 26 tahun. 
 
3.3 Menganalisis Kestabilan Lokal 
Pada tahap ini ditentukan titik kesetimbangan bebas penyakit 
dan titik kesetimbangan endemik dengan pemberian vaksin Human 
Papillomavirus dimana stuktur populasi perempuan usia 
pengamatan 26 tahun. Kemudian untuk menentukan kestabilan 
lokal didapatkan bilangan reproduksi dasar pada tiap sub populasi. 
3.4 Simulasi Numerik Runge-Kutta Orde-4 
Pada tahap ini dilakukan penyusunan simulasi numerik Runge-
Kutta Orde ke-4 menggunakan software MATLAB 2013a yang 
menggambarkan kestabilan dan penyelesaian numerik serta untuk 
mendapatkan nilai parameter dari fenomena yang terjadi pada 






3.5 Penarikan Kesimpulan dan Laporan Tugas Akhir 
Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan berdasarkan 
hasil dari analisis kestabilan pengaruh pemberian vaksin pada 
infeksi HPV terhadap kanker serviks. Setelah menarik kesimpulan 
akan dilakukan penyusunan laporan Tugas Akhir. 
 
Berikut ini adalah gambar diagram alir metode penelitian pada 
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ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
 
Bab ini menjelaskan tentang model matematika pemberian 
vaksin HPV terhadap kanker serviks dan ditentukan masing-
masing titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik masing-
masing sub grup, selanjutnya penentuan bilangan reproduksi dari 
masing-masing grup dan kemudian dilakukan analisis kestabilan 
model sistem. Selanjutnya hasil analisis di simulasikan 
menggunakan software MATLAB 2013a dengan metode Runge-
Kutta orde 4 untuk mengetahui perilaku dari virus HPV. 
Selanjutnya dari hasil simulasi dianalisis untuk mengetahui 
karakteristik perilaku pada virus HPV terhadap kanker serviks. 
 
4.1 Model Matematika Pemberian Vaksin pada Infeksi Human 
Papillomavirus terhadap Kanker Serviks 
Berikut ini adalah model matematika pemberian vaksin pada 
infeksi HPV terhadap kanker serviks yang merujuk pada penelitian 
Oluwaseun Sharomi yakni sebagai berikut: 
 
a) Model 1 
Berdasarkan struktur populasi model pertama merupakan sub 
populasi perempuan dengan usia dibawah 26 tahun. Pada usia ini 
perempuan lebih signifikan untuk terkena infeksi HPV, sehingga 
model matematika pemberian vaksin pada infeksi HPV yaitu: 
𝑑𝑆1
𝑑𝑡
= 𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1 − 𝜆𝑚𝑆1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 
𝑑𝑈1
𝑑𝑡
= 𝜋𝑓∅𝑓 + 𝜓𝑢𝑆1 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1 − (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 
𝑑𝑉1
𝑑𝑡
= 𝜓𝑣𝑈1 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑉1 
𝑑𝑊1
𝑑𝑡
= 𝜓𝑤𝑉1 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1 − ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1 
𝑑𝐸1
𝑑𝑡
= 𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1] − (𝜌1







= 𝜌1𝐸1 − (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝐼1 
𝑑𝑅1
𝑑𝑡
= 𝜎1𝐼1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑅1                            
dengan  𝜆𝑚 =
𝛽𝑚𝑐𝑓(𝜃𝑚𝐸𝑚+𝐼𝑚)
𝑁𝑚
  dan  𝑐𝑚𝑁𝑚 = 𝑐𝑓𝑁𝑓 
 
𝑆1 adalah populasi perempuan susceptible usia dibawah 26 tahun. 
𝑈1adalah polulasi perempuan susceptible usia bibawah 26 tahun 
dengan pemberian vaksin dosis pertama. 
𝑉1 adalah populasi perempuan susceptible usia dibawah 26 tahun 
dengan pemberian dosis pertama dan kedua. 
𝑊1 adalah populasi perempuan susceptible usia dibawah 26 tahun 
dengan pemberian dosis pertama,kedua dan ketiga. 
𝐸1 adalah populasi perempuan exposed usia dibawah 26 tahun  
𝐼1 adalah populasi perempuan infected usia dibawah 26  
𝑅1 adalah populasi perempuan recovered usia dibawah 26 tahun  
𝜋𝑚 adalah laju perekrutan baru yang aktif secara seksual laki-laki  
Gambar 4. 1 [7] Diagram Kompartemen Pemberian Vaksin infeksi HPV 





∅𝑓 adalah fraksi perempuan yang aktif secara seksual  
𝛽𝑚  adalah probabilitas transfer infeksi dari laki-laki ke perempuan 
setiap berhubungan seksual. 
𝑐𝑓 adalah rata-rata jumlah hubungan seksual pada perempuan 
𝜇𝑓 adalah laju kematian alami perempuan. 
𝜓𝑢 , 𝜓𝑣 , 𝜓𝑤adalah laju vaksinasi perempuan dengan dosis 
pertama,kedua atau ketiga. 
𝜖𝑢, 𝜖𝑣 , 𝜖𝑤  adalah laju keberhasilan vaksinasi dosis pertama,kedua 
dan ketiga. 
𝜉 adalah laju pematangan perempuan(misalnya rata-rata waktu 
yang dihabiskan dalam kelompok usia pertama, sebelum pindah ke 
dalam kelompok usia kedua). 
𝜌1 adalah laju perkembangan gejala perempuan . 
𝜎1 adalah laju pemulihan . 
 
b) Model 2 
Berdasarkan struktur populasi model kedua merupakan sub 
populasi perempuan dengan usia pengamatan diatas 26 tahun. Pada 
usia ini perempuan lebih signifikan untuk terkena kanker serviks, 
sehingga model matematika pemberian vaksin pada model kedua 
adalah sebagai berikut: 
𝑑𝑆2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑆1 − 𝜂𝜆𝑚𝑆2 − 𝜇𝑓𝑆2 
𝑑𝑈2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑈1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2 − 𝜇𝑓𝑈2 
𝑑𝑉2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑉1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2 − 𝜇𝑓𝑉2 
𝑑𝑊2
𝑑𝑡
= 𝜉𝑊1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2 − 𝜇𝑓𝑊2 
𝑑𝐸2
𝑑𝑡
= 𝜉𝐸1 + 𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2
+ (1 − 𝜖𝑤)𝑊2] − (𝜌2 + 𝜇𝑓)𝐸2 
𝑑𝐼2
𝑑𝑡
= 𝜉𝐼1 + 𝜌2𝐸2 − (𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2 
𝑑𝑃
𝑑𝑡







= 𝜅𝑃 − (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)𝑄 
𝑑𝐶
𝑑𝑡
= 𝛼𝑄 − (𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 
𝑑𝑅𝑐
𝑑𝑡
= 𝛾𝐶 − 𝜇𝑓𝑅𝑐 
𝑑𝑅2
𝑑𝑡




 dan 𝑐𝑚𝑁𝑚 = 𝑐𝑓𝑁𝑓 
 
Gambar 4. 2 [7]Diagram Kompartemen Pemberian Vaksin infeksi 
HPV terhadap Kanker Serviks perempuan usia diatas 26 tahun 
𝑆2 adalah populasi perempuan susceptible usia diatas 26 tahun. 
𝑈2 adalah polulasi perempuan susceptible usia diatas 26 tahun 
dengan pemberian vaksin dosis pertama. 
𝑉2 adalah populasi perempuan susceptible usia diatas 26 tahun 
dengan pemberian dosis pertama dan kedua. 
𝑊2 adalah populasi perempuan susceptible usia diatas 26 tahun 





𝐸2 adalah populasi perempuan exposed usia diatas 26 tahun  
𝐼2 adalah populasi perempuan infected usia diatas 26 tahun 
𝑃 adalah populasi perempuan dengan persistensi infeksi HPV 
𝑄 adalah populasi perempuan dengan lesi pra kanker 
𝐶 adalah populasi perempuan yang terkena kanker serviks 
𝑅𝑐  adalah populasi perempuan recovered dari kanker serviks 
𝑅2 adalah populasi perempuan recovered usia diatas 26 tahun  
𝜋𝑓 adalah rate perekrutan baru yang aktif secara seksual perempuan  
𝛽𝑚  adalah probabilitas transfer infeksi dari laki-laki ke perempuan 
dengan laki-laki) setiap berhubungan seksual. 
𝑐𝑓 adalah rata-rata jumlah hubungan seksual pada perempuan 
𝜇𝑓 adalah laju kematian alami perempuan 
𝜖𝑢, 𝜖𝑣 , 𝜖𝑤  adalah laju keberhasilan vaksinasi dosis pertama,kedua 
dan ketiga 
𝜉 adalah laju pematangan perempuan(misalnya rata-rata waktu 
yang dihabiskan dalam kelompok usia pertama, sebelum pindah ke 
dalam kelompok usia kedua). 
𝜌1 adalah laju perkembangan gejala perempuan  
𝜎2 adalah laju pemulihan virus perempuan usia diatas 26 tahun 
𝜎3adalah laju pemulihan infeksi persistensi kanker 
𝜎4 adalah laju pemulihan neoplasia kanker serviks. 
r adalah fraksi perempuan yang telah pulih 
𝜅 adalah laju perkembangan infeksi HPV untuk lesi pra kanker 
𝛼 adalah laju perkembangan kanker serviks dari lesi 
𝛾 adalah laju pemulihan perempuan dari kanker serviks 
𝛿𝑓 adalah laju kematian alami akibat kanker serviks 
 
c) Model 3 
Human Papilomavirus dapat menular melalui hubungan 
seksual antara laki-laki dengan perempuan maupun sebaliknya, 
sehingga laki-laki juga membutuhkan vaksin untuk mencegah 
terjadinya penularan virus HPV. Berikut ini model pemberian 
vaksin pada infeksi HPV 
𝑑𝑆𝑚
𝑑𝑡







= 𝜋𝑚∅𝑚 + 𝜔𝑢𝑆𝑚 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚 − (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 
𝑑𝑉𝑚
𝑑𝑡
= 𝜔𝑣𝑈𝑚 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚 − (𝜔𝑤 + 𝜇𝑚)𝑉𝑚 
𝑑𝑊𝑚
𝑑𝑡
= 𝜔𝑤𝑉𝑚 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚 − 𝜇𝑚𝑊𝑚 
𝑑𝐸𝑚
𝑑𝑡
= 𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚]
− (𝜌𝑚 + 𝜇𝑚)𝐸𝑚 
𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡
= 𝜌𝑚𝐸𝑚 − (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 
𝑑𝑅𝑚
𝑑𝑡
= 𝜎𝑚𝐼𝑚 − 𝜇𝑚𝑅𝑚 
Dengan  𝜆𝑓 =
𝛽𝑓𝑐𝑚(𝜃1𝐸1+𝐼1+𝜃1𝐸2+𝐼2+𝜃2𝑃)
𝑁𝑓
 dan 𝑐𝑚𝑁𝑚 = 𝑐𝑓𝑁𝑓 
 
Gambar 4. 3[7] Diagram Kompartemen Pemberian Vaksin pada 
infeksi HPV terhadap Kanker Serviks pada laki-laki 
𝑆𝑚 adalah populasi laki-laki susceptible  
𝑈𝑚adalah polulasi laki-laki susceptible dengan pemberian vaksin 
dosis pertama. 
𝑉𝑚 adalah populasi laki-laki susceptible dengan pemberian dosis 
pertama dan kedua. 
𝑊𝑚 adalah populasi laki-laki susceptible dengan pemberian dosis 
pertama,kedua dan ketiga. 





𝐼𝑚 adalah populasi laki-laki infected  
𝑅𝑚  adalah populasi laki-laki recovered  
𝜋𝑚 adalah laju perekrutan baru yang aktif secara seksual laki-laki 
𝛽𝑓  adalah probabilitas transfer infeksi dari perempuan ke laki-laki 
setiap berhubungan seksual. 
𝑐𝑚 adalah rata-rata jumlah hubungan seksual pada laki-laki 
𝜇𝑚 adalah laju kematian alami laki-laki 
𝜔𝑣 , 𝜔𝑣 , 𝜔𝑣 adalah laju pemberian vaksin dosis pertama,kedua dan 
ketiga 
𝜖𝑢, 𝜖𝑣 , 𝜖𝑤  adalah laju keberhasilan vaksinasi dosis pertama,kedua 
dan ketiga 
𝜌𝑚 adalah laju perkembangan gejala laki-laki  
𝜎𝑚 adalah laju pemulihan laki-laki 
 
Jika N adalah proporsi jumlah seluruh populasi maka 𝑁𝑓 adalah 
proporsi jumlah seluruh populasi pada perempuan yaitu  
 𝑁𝑓(𝑡) = ∑ [𝑆𝑖(𝑡) + 𝑈𝑖(𝑡) + 𝑉𝑖(𝑡) + 𝑊𝑖(𝑡) + 𝐸𝑖(𝑡) + 𝐼𝑖(𝑡) +
2
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑡)] +𝑃(𝑡) + 𝑄(𝑡) + 𝐶(𝑡) + 𝑅𝑐(𝑡).  
Nilai dari masing-masing perubah keadaan dapat dibuat 
sederhana jika dapat dirubah dalam bentuk non dimensional 
sehingga dapat di asumsikan total populasi sama dengan 1 yaitu 
∑ [𝑆𝑖(𝑡) + 𝑈𝑖(𝑡) + 𝑉𝑖(𝑡) + 𝑊𝑖(𝑡) + 𝐸𝑖(𝑡) + 𝐼𝑖(𝑡) +
2
𝑖=1







































Berdasarkan persamaan pada model 1 maka daerah 
penyelesaiannya yaitu, 
 Ω1 = {(𝑆1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1 , 𝑅1) ∈ 𝑅+
7 : (𝑆1 + 𝑈1 + 𝑉1 + 𝑊1 +
𝐸1 + 𝐼1 + 𝑅1) ≤ 1} 
Sedangkan daerah penyelesaian pada model 2 adalah  
Ω2 = {(𝑆2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) ∈ 𝑅+
11: (𝑆2 + 
𝑈2 + 𝑉2 + 𝑊2 + 𝐸2 + 𝐼2 + 𝑃 + 𝑄 + 𝐶 + 𝑅𝑐 + 𝑅2) ≤ 1}. 





𝑁𝑚(𝑡) = 𝑆𝑚(𝑡) + 𝑈𝑚(𝑡) + 𝑉𝑚(𝑡) + 𝑊𝑚(𝑡) + 𝐸𝑚(𝑡) + 𝐼𝑚(𝑡) + 𝑅𝑚(𝑡). 
Nilai dari masing-masing perubah keadaan dapat dibuat sederhana 
jika dapat dirubah dalam bentuk non dimensional sehingga dapat 
di asumsikan total populasi sama dengan 1 yaitu 𝑆𝑚(𝑡) + 𝑈𝑚(𝑡) +
























= 0  
Berdasarkan persamaan pada model 3 maka daerah 
penyelesaiannya yaitu 
Ω3 = {(𝑆𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) ∈ 𝑅+
7 : (𝑆𝑚 + 𝑈𝑚 + 𝑉𝑚 +  
𝑊𝑚 + 𝐸𝑚 + 𝐼𝑚 + 𝑅𝑚) ≤ 1} 
 
4.2 Analisis Titik Kesetimbangan 
Titik kesetimbangan adalah titik-titik koordinat dimana titik 
kesetimbangan di peroleh dari masing-masing kelompok yaitu 
kelompok model 1, model 2 dan model 3 adalah sebagai berikut: 
 
a. Model 1 







= 0,  
𝑑𝑉1
𝑑𝑡
= 0,  
𝑑𝑊1
𝑑𝑡
= 0 , 
𝑑𝐸1
𝑑𝑡
= 0 , 
𝑑𝐼1
𝑑𝑡




= 0 , sehingga di dapat : 
𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1 − 𝜆𝑚𝑆1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 = 0                   (4.1) 
𝜋𝑓∅𝑓 + 𝜓𝑢𝑆1 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1 − (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 = 0     (4.2) 
𝜓𝑣𝑈1 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑉1 = 0                    (4.3) 
𝜓𝑤𝑉1 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1 − ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1 = 0                     (4.4) 
𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1] − (𝜌1 +  𝜉 +
𝜇𝑓)𝐸1 = 0                                                                          (4.5) 
𝜌1𝐸1 − (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝐼1 = 0                             (4.6) 
𝜎1𝐼1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑅1 = 0                                 (4.7) 
 
b. Model 2 







= 0,  
𝑑𝑉2
𝑑𝑡






























𝜉𝑆1 − 𝜂𝜆𝑚𝑆2 − 𝜇𝑓𝑆2 = 0                              (4.8) 
𝜉𝑈1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2 − 𝜇𝑓𝑈2 = 0                        (4.9) 
𝜉𝑉1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2 − 𝜇𝑓𝑉2 = 0                      (4.10) 
𝜉𝑊1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2 − 𝜇𝑓𝑊2 = 0                      (4.11) 
𝜉𝐸1 + 𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊2] −
(𝜌2 + 𝜇𝑓)𝐸2 = 0                                        (4.12) 
𝜉𝐼1 + 𝜌2𝐸2 − (𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2 = 0                         (4.13) 
(1 − 𝑟)𝜎2𝐼2 − (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)𝑃 = 0                      (4.14) 
𝜅𝑃 − (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓) = 0                            (4.15) 
𝛼𝑄 − (𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 = 0                             (4.16) 
𝛾𝐶 − 𝜇𝑓𝑅𝑐 = 0                                (4.17) 
𝜉𝑅1 + 𝑟𝜎2𝐼2 + 𝜎3𝑃 + 𝜎4𝑄 − 𝜇𝑓𝑅2 = 0                     (4.18) 
 
c. Model 3 























= 0  sehingga di dapat : 
𝜋𝑚(1 − ∅𝑚) − 𝜔𝑢𝑆𝑚 − 𝜆𝑓𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝑆𝑚 = 0                  (4.19) 
𝜋𝑚∅𝑚 + 𝜔𝑢𝑆𝑚 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚 − (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 = 0    (4.20) 
𝜔𝑣𝑈𝑚 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚 − (𝜔𝑤 + 𝜇𝑚)𝑉𝑚 = 0                  (4.21) 
𝜔𝑢𝑉𝑚 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚 − 𝜇𝑚𝑊𝑚 = 0                    (4.22) 
𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚] − (𝜌𝑚 +
𝜇𝑚)𝐸𝑚 = 0                                                                      (4.23) 
𝜌𝑚𝐸𝑚 − (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 = 0                           (4.24) 
𝜎𝑚𝐼𝑚 − 𝜇𝑚𝑅𝑚 = 0                               (4.25) 
4.2.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit dapat di cari dari masing-
masing sub populasi adalah sebagai berikut; 
 
a) Model 1  
Titik kesetimbangan bebas penyakit (disease free equilibrium) 





populasi. Titik tersebut didapatkan saat 𝐸1 = 0. Sehingga jika 
𝐸1 = 0 di subtitusi pada persamaan (4.6) dan (4.7) maka 𝐼1 = 0 
dan 𝑅1 = 0 terpenuhi. 
Dari persamaan (4.5) dilakukan subtitusi 𝐸1 = 0 maka 
diperoleh 𝜆𝑚 = 0. Sehingga jika 𝜆𝑚 = 0 di subtitusikan pada 




 dimana 𝑘1 = (𝜉 + 𝜇𝑓). 









 dimana  𝑘2 = (𝜓𝑣 +









 dengan 𝑘3 =










Jika 𝐸1 = 0 maka 𝐼1 = 0 dan 𝑅1 = 0 terpenuhi. 
Dari uraian diatas diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit 


























b) Model 2 
Titik kesetimbangan bebas penyakit (disease free equilibrium) 
adalah suatu keadaan dimana tidak terjadi penyebaran penyakit 
pada populasi. Titik tersebut didapatkan saat 𝐸2 = 0 . Sehingga 
dengan subtitusi 𝐸2 = 0 pada persamaan maka 𝐼2 = 0, 𝑃 = 0, 
 𝑄 = 0, 𝐶 = 0, 𝑅𝑐 = 0 dan 𝑅2 = 0 terpenuhi. 
Dari persamaan (4.12) dan subtitusi 𝐸2 = 0 maka diperoleh 
 𝜆𝑚 = 0. Sehingga jika 𝜆𝑚 = 0 di subtitusikan pada persamaan 




 dimana 𝑘1 = (𝜉 + 𝜇𝑓). 













 dimana 𝑘2 =
(𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓) . Kemudian persamaan (4.14) dilakukan subtitusi 








 dengan 𝑘3 = (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓). Serta subtitusi 









  . 
Dari uraian diatas diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit 



























c) Model 3 
Pada titik kesetimbangan bebas penyakit model ketiga 
didapatkan ketika 𝐸𝑚 = 0. Sehingga jika 𝐸𝑚 = 0 di lakukan 
subtitusi persamaan (4.24) dan (4.25) maka  𝐼𝑚 = 0 dan 𝑅𝑚 = 0 . 
Dari persamaan (4.23) dan subtitusi 𝐸𝑚 = 0 maka 
diperoleh 𝜆𝑓 = 0. Sehingga jika 𝜆𝑚 = 0 di subtitusikan pada 













  dimana 𝑘4 = (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚). Pada 









 dengan 𝑘5 = (𝜔𝑤 + 𝜇𝑚) . 














Dari uraian diatas diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit 









































Dengan melakukan subtitusi masing-masing titik kesetimbangan 
bebas penyakit dimana keadaan tidak ada virus yang menyerang 
maka diperoleh 𝜆𝑚
0 = 0 artinya laju hubungan seksual yang 
mengakibatkan terserang virus pada perempuan tidak disebabkan 
oleh populasi laki-laki. Sedangkan 𝜆𝑓
0 = 0 adalah laju hubungan 
seksual yang mengakibatkan terserangnya virus pada populasi laki-
laki tidak disebabkan oleh populasi perempuan. 
 
4.2.2 Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan endemik adalah suatu keadaan dimana 
terjadi penyebaran penyakit. Titik kesetimbangan endemik pada 
sistem model ditentukan dari masing-masing sub grub yaitu : 
a) Model 1 
Titik kesetimbangan endemik pada populasi perempuan 
dibawah 26 tahun adalah suatu keadaan dimana terjadi penyebaran 
virus pada populasi tersebut. 
Pada persamaaan (4.1) 










dengan 𝐷11 = 𝜓𝑢 + 𝑘1. 






















































































































































































































b) Model 2 
Titik kesetimbangan endemik pada populasi perempuan diatas 
26 tahun adalah suatu keadaan dimana terjadi penyebaran virus 
pada populasi sehingga lebih rentan untuk terkena kanker serviks. 
Pada persamaaan (4.8) 



















 dimana 𝐷11 = 𝜓𝑢 + 𝑘1. 






















 dengan 𝐷𝑢 = (1 − 𝜖𝑢), selanjutnya 















































 dengan 𝐷𝑤 = (1 −
𝜖𝑤) dan 𝑎 = (𝜆𝑚

















∗∗ sesuai dengan 











dengan 𝑚𝑗𝑘 > 0 untuk j,k=0,1,…,7 dan 𝑎 = (𝜆𝑚

























dengan 𝑎 = (𝜆𝑚





 dan subtitusi 𝐼2











Dimana 𝑎 = (𝜆𝑚
∗∗ + 𝐷11) dan 𝑏 =  (𝜂𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓).  
Pada persamaan (4.15) diperoleh 𝑄∗∗ =
𝜅𝑃∗∗
𝑘10
 dengan melakukan 











dimana 𝑎 = (𝜆𝑚
∗∗ + 𝐷11) dan 𝑏 =  (𝜂𝜆𝑚
































Dimana 𝑎 = (𝜆𝑚
∗∗ + 𝐷11) dan 𝑏 =  (𝜂𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓). Kemudian pada 









dengan subtitusikan persamaan 𝑅1
∗∗, 𝐼2












Dimana 𝑎 = (𝜆𝑚
∗∗ + 𝐷11) dan 𝑏 =  (𝜂𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓). 
Dari uraian diatas maka didapatkan titik kesetimbangan endemik 
pada sub populalsi kedua dimana populasi perempuan dengan 

































































































































dimana 𝑎 = (𝜆𝑚
∗∗ + 𝐷11) dan 𝑏 =  (𝜂𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓). 
 
c) Model 3 
Titik kesetimbangan endemik pada populasi laki-laki adalah 





Pada persamaan (4.19) yaitu 𝜋𝑚(1 − ∅𝑚) − 𝜔𝑢𝑆𝑚 − 𝜆𝑓𝑆𝑚 −




























 dengan 𝐷𝑢 = (1 − 𝜖𝑢), kemudian pada 






















 dimana 𝐷𝑣 = (1 − 𝜖𝑣). Kemudian 
























 dengan  𝐷𝑤 = (1 − 𝜖𝑤). 




























dengan 𝑛𝑗𝑘 > 0 untuk j,k=0,1,…,7.  





 dengan melakukan 
subtitusi 𝐸𝑚













 . Selanjutnya 












































































































4.3 Bilangan Reproduksi Dasar 
Bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang menyatakan 
rata-rata penularan penyakit. Bilangan reproduksi pada penelitian 
ini ditentukan dari model masing-masing grup maupun pada model 
sistem sehingga didapatkan teorema sebagai berikut: 
 
Teorema 1 
1) Bilangan reproduksi dari sistem persamaan model 1 adalah  
𝑅1 =
𝜏1.1 + 𝜏1.2 + 𝜏1.3
(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓)
 
2) Bilangan reproduksi dari sistem persamaan model 2 adalah  
𝑅2 =
𝜏2.1 + 𝜏2.2 + 𝜏2.3
(𝜌2 + 𝜇𝑓)
 
3) Bilangan reproduksi dari sistem persamaan model 3 adalah  
𝑅𝑚 =










Berdasarkan asumsi-asumsi dasar (A1)-(A5) menurut P.van den 
Driessche dan Pmaka bilangan reproduksi masing-masing populasi 
yaitu 
 
a) Model 1 
Misalkan pada grup model 1 dapat dinyatakan dalam 
bentuk 𝐹𝑖 , 𝑉𝑖 yaitu 
𝑑𝑋
𝑑𝑡
= 𝑓(𝑋, 𝑡) = 𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) − 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡), dengan 
𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) merupakan matriks dengan elemen-elemennya berbentuk 
parameter dari individual yang baru terinfeksi pada kompartemen 





















dan 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡) menyatakan matriks dengan elemen-elemen berbentuk 
parameter dan individual yang keluar dan masuk pada 
kompartemen i atau 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡) = 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡)















+  𝜉 + 𝜇
𝑓
)𝐸1





+ 𝜆𝑚 + 𝜉 + 𝜇𝑓) 𝑆1 − 𝜋𝑓(1 − ∅𝑓)
(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1 + (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 − 𝜋𝑓∅𝑓 − 𝜓𝑢𝑆1
(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1 + (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 − 𝜋𝑓∅𝑓 − 𝜓𝑢𝑆1
(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1 + ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1 − 𝜓𝑤𝑉1
(𝜉 + 𝜇
𝑓




















Misalkan 𝑋𝑠 = {𝑥 ≥ 0|𝐸1, 𝐼1, 𝑅1 = 0} adalah himpunan dari 
semua keadaan yang bebas penyakit, maka: 
1. Jika 𝑥 ≥ 0 maka 𝐹𝑖 , 𝑉𝑖
−
 , 𝑉𝑖
+ ≥ 0. 
𝑥 ≥ 0 artinya populasi 𝑆1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1 ada dan apabila terjadi 
kontak dengan individual terinfeksi mengakibatkan terjadinya 





 dari model memenuhi. 
2. Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka 𝑉𝑖
− = 0 untuk 𝑥 = 1,2,3, … ,7.  
Pada transmisi dinamis setiap kejadian infeksi populasi 
𝑆1 , 𝑈1, 𝑉1,𝑊1 sama dengan nol, jadi 𝑉𝑖
−
 dari model terpenuhi. 
3. 𝐹𝑖 = 0 jika i > 𝑚 , 𝑖 = 1,2,3, … .𝑚 menyatakan banyaknya 
variabel keadaan dimana individual baru terinfeksi artinya 
populasi lain tidak terdapat individual baru terinveksi. 
4. Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka 𝐹𝑖(𝑥) = 0 dan 𝑉𝑖
+(𝑥) = 0 untuk 𝑖 =
1,2,3, …6. 
𝑥 ∈ 𝑋𝑠 elemen-elemen pada himpunan susceptible berarti 
𝐹𝑖(𝑥) ≠ 0, untuk 𝑖 = 1,2,3, …5 dan berdasarkan asumsi (2) 
diperoleh 𝑉𝑖
− = 0 . Jadi dapat diperoleh 𝐹𝑖(𝑥) = 0 dan 𝑉𝑖
+ =
0 untuk variabel keadaan 𝐸1 dan 𝐼1. 
5. Jika 𝐹(𝑥) = 0 maka matriks Jacobian 𝐷𝑓(𝑋0) dengan 𝑋0 
sebagai titik kesetimbangan mempunyai bagian real negative. 
 
𝐷𝑓(𝑋0) merupakan hasil liniearisasi dari persamaan (5) dan 
definisikan matriks 𝐹 = (
𝜕𝐹𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗
(𝑋0)) , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2 dengan 
menggunakan asumsi (3) dan (4) yaitu 𝐹𝑖 = 0 ,jika 𝑖 > 𝑚, 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 
maka 𝐹𝑖 = 0 dan 𝑉𝑖




(𝑋0)) untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 > 2 dan dapat dikembangkan 
menjadi: 
𝐹(𝑋0) ≠ 0 untuk 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2. 
𝐹(𝑋0) = 0 untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 > 2 
𝐹(𝑋0) = 0 untuk 𝑖 < 2 atau 𝑗 < 2 .  
Definisikan matriks 𝑉 = (
𝜕𝐹𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗
(𝑋0)), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2 dengan 





untuk 1 ≤ 𝑖 dan 𝑗 > 2 dan dapat dkembangkan menjadi 𝑉(𝑋0) ≠
0 untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 ≤ 2 dan untuk 𝑖 < 2 atau 𝑗 < 2 
𝑉(𝑋0) ≠ 0 , dengan asumsi (5) maka semua nilai eigen dari 
𝐷𝑓(𝑋0) mempunyai bagian real negative. 
 
Berdasarkan asumsi (5) maka diperoleh  
𝐹𝑖 = (
𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1]
0
) 
𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑢)𝑈1, 𝜆𝑚  (1 − 𝜖𝑣)𝑉1, 𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑤)𝑊1, masing-masing 
merupakan  populasi perempuan yang rentan terhadap virus HPV 
dengan usia dibawah 26 tahun yang belum atau gagal divaksinasi 
pada dosis pertama, kedua dan ketiga tetapi telah melakukan 
hubungan intim dengan individu laki-laki maka dapat diasumsikan 
bahwa individu tersebut telah mendekati untuk menjadi individu 
yang telah terkena infeks virus HPV sehingga dapat dinotasikan  
𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑢)𝑈1 ≈ 𝜏1.1𝐸1 , 𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑢)𝑈1 ≈ 𝜏1.2𝐸1 dan 𝜆𝑚(1 −
𝜖𝑢)𝑈1 ≈ 𝜏1.3𝐸1dimana  𝜏1, 𝜏2, 𝜏2 masing-masing adalah laju 
perkembangan individu yang rentan menjadi terjangkit virus. 
Sehingga didapatkan 
𝐹𝑖 = (
𝜆𝑚𝑆1 + 𝜏1.1𝐸1 + 𝜏1.2𝐸1 + 𝜏1.3𝐸1
0
) 
𝐹 = 𝐷𝐹𝑖 = [











(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝐸1
(𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝐼1 − 𝜌1𝐸1
(𝜓𝑢 + 𝜆𝑚 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 − 𝜋𝑓(1 − ∅𝑓)
(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1 + (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 − 𝜋𝑓∅𝑓 − 𝜓𝑢𝑆1
(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1 + (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 − 𝜋𝑓∅𝑓 − 𝜓𝑢𝑆1
(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1 + ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1 − 𝜓𝑤𝑉1









𝑉 = 𝐷𝑉𝑖 = [
𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓 0








(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓)(𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)
[
𝜎1 +  𝜉 + 𝜇𝑓 0
𝜌1 𝜌1 + 𝜉 + 𝜇𝑓
] 
 
𝑉 merupakan M-matriks non singular jika terdapat bilangan 𝑘 dan 
matriks P sedemikian hingga 𝜌(𝑃) < 𝑘 yang memenuhi 
 𝑉 = 𝑘𝐼 − 𝑃 






]diperoleh 𝜌(𝑃) < (𝜉 + 𝜇
𝑓
) 
atau 𝜌1 < 𝜎1 yang menunjukkkan bahwa rate gejala virus HPV  
oleh perempuan dari infeksi grup pertama yang mempengaruhi 
transisi usia pada sub populasi mengalami penurunan karena 
adanya vaksinasi pada dosis pertama,kedua dan ketiga dan 
mengalami laju pemulihan sembuh dari virus HPV yang meningkat 
Jadi V merupakan matriks M-non singular dan bilangan reproduksi 
dapat di tentukan dari dari 𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉
−1) dimana 𝜌 adalah 
bilangan spectral sehingga diperoleh  
𝑅1 =
𝜏1.1 + 𝜏1.2 + 𝜏1.3
(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓)
 
b) Model 2 
Misalkan pada grup model 1 dapat dinyatakan dalam 
bentuk 𝐹𝑖, 𝑉𝑖 yaitu 
𝑑𝑋
𝑑𝑡
= 𝑓(𝑋, 𝑡) = 𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) − 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡), dengan 
𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) merupakan matriks dengan elemen-elemennya berbentuk 
parameter dari individual yang baru terinfeksi pada kompartemen 
i dan berbentuk 


































dan 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡) menyatakan matriks dengan elemen-elemen berbentuk 
parameter dan individual yang keluar dan masuk pada 
kompartemen i atau 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡) = 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡)
















(𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2 − 𝜉𝐼1 − 𝜌2𝐸2
𝜂𝜆𝑚𝑆2 + 𝜇𝑓𝑆2 − 𝜉𝑆1
𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2 + 𝜇𝑓𝑈2 − 𝜉𝑈1
𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2 + 𝜇𝑓𝑉2 − 𝜉𝑉1
𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2 + 𝜇𝑓𝑊2 − 𝜉𝑊1
(𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)𝑃 − (1 − 𝑟)𝜎2𝐼2
(𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)𝑄 − 𝜅𝑃
(𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 − 𝛼𝑄
𝜇𝑓𝑅𝑐 − 𝛾𝐶


















 harus memenuhi asumsi dasar. 
Misalkan 𝑋𝑠 = {𝑥 ≥ 0|𝐸2, 𝐼2, 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2 = 0} adalah 
himpunan dari semua keadaan yang bebas penyakit, maka: 
1. Jika 𝑥 ≥ 0 maka 𝐹𝑖, 𝑉𝑖
−
 , 𝑉𝑖
+ ≥ 0. 
𝑥 ≥ 0 artinya populasi 𝑆2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2 ada dan apabila terjadi 
kontak dengan individual terinfeksi mengakibatkan terjadinya 





 dari model memenuhi. 
2. Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka 𝑉𝑖
− = 0 untuk 𝑥 = 1,2,3, … ,11.  
Pada transmisi dinamis setiap kejadian infeksi populasi 
𝑆2 , 𝑈2, 𝑉2,𝑊2 sama dengan nol, jadi 𝑉𝑖
−
 dari model terpenuhi. 
3. 𝐹𝑖 = 0 jika 𝑖 > 𝑚 , 𝑖 = 1,2,3, …  . 𝑚 menyatakan banyaknya 
variabel keadaan dimana individual baru terinfeksi artinya 
populasi lain tidak terdapat individual terinfeksi. 
4. Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka 𝐹𝑖(𝑥) = 0 dan 𝑉𝑖






𝑥 ∈ 𝑋𝑠 elemen-elemen pada himpunan susceptible berarti 
𝐹𝑖(𝑥) ≠ 0, untuk 𝑖 = 1,2,3, …9 dan berdasarkan asumsi (2) 
diperoleh 𝑉𝑖
− = 0 . Jadi dapat diperoleh 𝐹𝑖(𝑥) = 0 dan 𝑉𝑖
+ =
0 untuk variabel keadaan 𝐸2 dan 𝐼2. 
5. Jika 𝐹(𝑥) = 0 maka matriks Jacobian 𝐷𝑓(𝑋0) dengan 𝑋0 
sebagai titik kesetimbangan mempunyai bagian real negative. 
 
𝐷𝑓(𝑋0) merupakan hasil liniearisasi dari persamaan (5) dan 
definisikan matriks 𝐹 = (
𝜕𝐹𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗
(𝑋0)) , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2 dengan 
menggunakan asumsi (3) dan (4) yaitu 𝐹𝑖 = 0 ,jika 𝑖 > 𝑚, 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 
maka 𝐹𝑖 = 0 dan 𝑉𝑖




(𝑋0)) untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 > 2 dan dapat dikembangkan 
menjadi: 
𝐹(𝑋0) ≠ 0 untuk 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2. 
𝐹(𝑋0) = 0 untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 > 2 
𝐹(𝑋0) = 0 untuk 𝑖 < 2 atau 𝑗 < 2 .  
Definisikan matriks 𝑉 = (
𝜕𝐹𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗
(𝑋0)), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2 dengan 
menggunakan asumsi (2) dan (4) dapat diperoleh : 𝑉(𝑋0) = 0 
untuk 1 ≤ 𝑖 dan 𝑗 > 2 dan dapat dkembangkan menjadi 𝑉(𝑋0) ≠
0 untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 ≤ 2 dan untuk 𝑖 < 2 atau 𝑗 < 2 
𝑉(𝑋0) ≠ 0 , dengan asumsi (5) maka semua nilai eigen dari 
𝐷𝑓(𝑋0) mempunyai bagian real negative. 
  
Berdasarkan asumsi (5) maka diperoleh 
𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) = (
𝜂𝜆
𝑚




𝜂𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑢)𝑈2, 𝜂𝜆𝑚  (1 − 𝜖𝑣)𝑉2, 𝜂𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑤)𝑊2,masing-
masing merupakan populasi perempuan pada usia diatas 26 tahun 
yang rentan terhadap virus HPV yang belum atau gagal divaksinasi 
pada dosis pertama, kedua dan ketiga tetapi telah melakukan 
hubungan intim dengan individu laki-laki maka dapat diasumsikan 





yang telah terkena infeks virus HPV sehingga dapat dinotasikan  
𝜂𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑢)𝑈2 ≈ 𝜏2.1𝐸2 , 𝜂𝜆𝑚(1 − 𝜖𝑢)𝑈2 ≈ 𝜏2.2𝐸2 dan 𝜆𝑚(1 −
𝜖𝑢)𝑈2 ≈ 𝜏2.3𝐸2dimana  𝜏2.1, 𝜏2.2, 𝜏2.3 masing-masing adalah laju 
perkembangan individu yang rentan menjadi terjangkit virus . 
Sehingga didapatkan 
𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) = (
𝜆𝑚𝑆2 + 𝜏2.1𝐸2 + 𝜏2.2𝐸2 + 𝜏2.3𝐸2
0
) 
𝐹 = 𝐷𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) = (

















(𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2 − 𝜉𝐼1 − 𝜌2𝐸2
𝜂𝜆𝑚𝑆2 + 𝜇𝑓𝑆2 − 𝜉𝑆1
𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2 + 𝜇𝑓𝑈2 − 𝜉𝑈1
𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2 + 𝜇𝑓𝑉2 − 𝜉𝑉1
𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2 + 𝜇𝑓𝑊2 − 𝜉𝑊1
(𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)𝑃 − (1 − 𝑟)𝜎2𝐼2
(𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)𝑄 − 𝜅𝑃
(𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 − 𝛼𝑄
𝜇𝑓𝑅𝑐 − 𝛾𝐶













𝑉 = 𝐷𝑉𝑖 = [
𝜌2 + 𝜇𝑓 0




(𝜌2 + 𝜇𝑓)(𝜎2 + 𝜇𝑓)
[
𝜎2 + 𝜇𝑓 0
𝜌2 𝜌2 + 𝜇𝑓
] 
 
𝑉 merupakan M-matriks non singular jika terdapat bilangan 𝑘 dan 
matriks P sdemikian hingga 𝜌(𝑃) < 𝑘 yang memenuhi  
𝑉 = 𝑘𝐼 − 𝑃 






] diperoleh 𝜌(𝑃) < 𝜇𝑓 
atau 𝜌2 < 𝜎2 yang menunjukkkan bahwa rate gejala virus HPV 
oleh perempuan dengan usia diatas 26 tahun mengalami penurunan 
karena adanya vaksinasi pada dosis pertama, kedua dan ketiga 





mengalami laju pemulihan untuk sembuh dari virus HPV yang 
meningkat karena adanya vaksinasi dengan dosis tertentu. 
Jadi V merupakan matriks M-non singular dan bilangan reproduksi 
dapat di tentukan dari dari dari 𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉
−1) dimana 𝜌 adalah 
bilangan spectral sehingga diperoleh  
𝑅2 =
𝜏2.1 + 𝜏2.2 + 𝜏2.3
(𝜌2 + 𝜇𝑓)
 
c) Model 3 
Misalkan pada grup model 3 dapat dinyatakan dalam bentuk 
𝐹𝑖, 𝑉𝑖 yaitu 
𝑑𝑋
𝑑𝑡
= 𝑓(𝑋, 𝑡) = 𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) − 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡), dengan 𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) 
merupakan matriks dengan elemen-elemennya berbentuk 
parameter dari individual yang baru terinfeksi pada kompartemen 



















dan 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡) menyatakan matriks dengan elemen-elemen berbentuk 
parameter dan individual yang keluar dan masuk pada 
kompartemen i atau 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡) = 𝑉𝑖(𝑋, 𝑡)














(𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 − 𝜌𝑚
𝐸𝑚
(𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚)𝑆𝑚 − 𝜋𝑚(1 − ∅𝑚)
(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚 + (𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 − 𝜋𝑚∅𝑚 − 𝜔𝑢𝑆𝑚
(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚 + (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 − 𝜔𝑢𝑈𝑚
(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚 + 𝜇𝑚𝑊𝑚 − 𝜓𝑤𝑉𝑚










Misalkan 𝑋𝑠 = {𝑥 ≥ 0|𝐸𝑚 , 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚 = 0} adalah himpunan dari 
semua keadaan yang bebas penyakit, maka: 
1. Jika 𝑥 ≥ 0 maka 𝐹𝑖 ,𝑉𝑖
−
 , 𝑉𝑖





𝑥 ≥ 0 artinya populasi 𝑆𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 ada dan apabila terjadi 
kontak dengan individual terinfeksi mengakibatkan terjadinya 
individual  baru terinfeksi dan perubahan pada populasi. 




 dari model memenuhi. 
2. Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka 𝑉𝑖
− = 0 untuk 𝑥 = 1,2,3, … ,7.  
Pada transmisi dinamis setiap kejadian infeksi populasi 
𝑆𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 sama dengan nol, jadi 𝑉𝑖
−
 dari model terpenuhi. 
3. 𝐹𝑖 = 0 jika > 𝑚 , 𝑖 = 1,2,3, …   . 𝑚 menyatakan banyaknya 
variabel keadaan dimana individual baru terinfeksi artinya 
populasi lain tidak terdapat individual baru terinveksi. 
4. Jika 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka𝐹𝑖(𝑥) = 0 dan 𝑉𝑖
+(𝑥) = 0 untuk 𝑖 = 1,2,3, …7. 
𝑥 ∈ 𝑋𝑠 elemen-elemen pada himpunan susceptible berarti 
𝐹𝑖(𝑥) ≠ 0, untuk 𝑖 = 1,2,3, …5 dan berdasarkan asumsi (2) 
diperoleh 𝑉𝑖
− = 0 . Jadi dapat diperoleh 𝐹𝑖(𝑥) = 0 dan 𝑉𝑖
+ =
0 untuk variabel keadaan 𝐸𝑚 dan 𝐼𝑚. 
5. Jika 𝐹(𝑥) = 0 maka matriks Jacobian 𝐷𝑓(𝑋0) dengan 𝑋0 
sebagai titik kesetimbangan mempunyai bagian real negative. 
𝐷𝑓(𝑋0) merupakan hasil liniearisasi dari persamaan (5). 
Definisikan matriks 𝐹 = (
𝜕𝐹𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗
(𝑋0)) , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2 
Dengan menggunakan asumsi (3) dan (4) yaitu 
 𝐹𝑖 = 0 ,jika 𝑖 > 𝑚, 𝑥 ∈ 𝑋𝑠 maka 𝐹𝑖 = 0 dan 𝑉𝑖
+ = 0 untuk 𝑖 =
1,2 dapat diperoleh (
𝜕𝐹𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗
(𝑋0)) untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 > 2 dan dapat 
dikembangkan menjadi: 
𝐹(𝑋0) ≠ 0 untuk 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2, 
𝐹(𝑋0) = 0 untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 > 2, 
𝐹(𝑋0) = 0 untuk 𝑖 < 2 atau 𝑗 < 2 .  
Definisikan matriks 𝑉 = (
𝜕𝐹𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗
(𝑋0)), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2 dengan 
menggunakan asumsi (2) dan (4) dapat diperoleh : 𝑉(𝑋0) = 0 
untuk 1 ≤ 𝑖 dan 𝑗 > 2 dan dapat dkembangkan menjadi 𝑉(𝑋0) ≠
0 untuk 𝑖 > 2 atau 𝑗 ≤ 2 dan untuk 𝑖 < 2 atau 𝑗 < 2. 
𝑉(𝑋0) ≠ 0 , dengan asumsi (5) maka semua nilai eigen dari 






Berdasarkan asumsi (5) maka diperoleh 
 
𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) = (
𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚]
0
) 
𝜆𝑓(1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 , 𝜆𝑓  (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 , 𝜆𝑓(1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚, masing-masing 
merupakan populasi laki-laki yang rentan terhadap virus HPV yang 
belum atau gagal divaksinasi pada dosis pertama, kedua dan ketiga 
tetapi telah melakukan hubungan intim dengan individu 
perempuan maka dapat diasumsikan bahwa individu tersebut telah 
mendekati untuk menjadi individu yang telah terkena infeks virus 
HPV sehingga dapat dinotasikan  𝜆𝑓(1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 ≈ 𝜏𝑚.1𝐸𝑚 
, 𝜆𝑓(1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 ≈ 𝜏𝑚.2𝐸𝑚 dan 𝜆𝑓(1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 ≈ 𝜏𝑚.3𝐸𝑚dimana  
𝜏𝑚.1, 𝜏𝑚.2, 𝜏𝑚.3 masing-masing adalah laju perkembangan individu 
yang rentan menjadi terjangkit virus . Sehingga didapatkan 
 
𝐹 = 𝐷𝐹𝑖(𝑋, 𝑡) = (











(𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 − 𝜌𝑚𝐸𝑚
(𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚)𝑆𝑚 − 𝜋𝑚(1 − ∅𝑚)
(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚 + (𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 − 𝜋𝑚∅𝑚 − 𝜔𝑢𝑆𝑚
(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚 + (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 − 𝜔𝑢𝑈𝑚
(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚 + 𝜇𝑚𝑊𝑚 − 𝜓𝑤𝑉𝑚







𝑉 = 𝐷𝑉𝑖 = [
𝜌𝑚 + 𝜇𝑚 0




(𝜌𝑚 + 𝜇𝑚)(𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)
[
𝜎𝑚 + 𝜇𝑚 0
𝜌𝑚 𝜌𝑚 + 𝜇𝑚
] 
 
𝑉 merupakan M-matriks non singular jika terdapat bilangan 𝑘 dan 
matriks P sedemikian hingga 𝜌(𝑃) < 𝑘 yang memenuhi 
 𝑉 = 𝑘𝐼 − 𝑃 






] diperoleh 𝜌(𝑃) < 𝜇𝑚 





oleh laki-laki mengalami penurunan karena adanya vaksinasi pada 
dosis pertama,kedua dan ketiga dan mengalami laju pemulihan 
untuk sembuh dari virus HPV yang meningkat karena vaksinasi. 
Jadi V merupakan matriks M-non singular dan bilangan reproduksi 
dapat di tentukan dari dari 𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉
−1) dimana 𝜌 adalah 
bilangan spectral sehingga diperoleh  
𝑅𝑚 =








Jika  𝑥0 adalah titik bebas penyakit pada model maka 𝑥0 adalah 
stabil asimtotik lokal jika 𝑅0 < 1, tetapi tidak stabil jika 𝑅0 > 1. 
 
Bukti: 
Jumlah ambang batas 𝑅0 masing masing model adalah bilangan 
reproduksi dari infeksi HPV. Rata-rata bilangan yang bertindak 
dari infeksi HPV secara umum dari salah satu individu terinfeksi 
dari populasi yang telah divaksinasi. Kuantitas 𝑅0 merupakan 
sebuah hasil ukur nilai rata-rata dari masing-masing bilangan 
reproduksi laki-laki dan perempuan. Bilangan reproduksi pada 
perempuan (𝑅𝑓) adalah penjumlahan dari bilangan reproduksi 
perempuan dengan usia dibawah 26 tahun (𝑅1) dan bilangan 
reproduksi perempuan dengan usia diatas 26 tahun (𝑅2). Ketika 
𝑅𝑚 bertindak sebagai rata-rata bilangan dari infeksi HPV baru pada 
populasi laki-laki yang umumnya dari individu perempuan yang 
terinfeksi yang di perkenalkan dalam populasi laki-laki yang rentan 
maka 𝑅𝑓 bertindak sebagai rata-rata bilangan dari infeksi HPV baru 
pada populasi perempuan yang umumnya dari individu laki-laki 
yang terinfeksi yang di perkenalkan dalam populasi perempuan 
yang rentan (𝑅1 bertindak sebagai bilangan rata-rata dari infeksi 
HPV baru pada populasi perempuan dengan usia dibawah 26 
tahun; ketika 𝑅2 bertindak sebagai bilangan rata-rata dari infeksi 
HPV baru pada populasi perempuan dengan usia diatas 26 tahun. 
Sehingga bilangan reproduksi secara keseluruhan dari model 
sistem adalah  









 dan 𝑅𝑓 = 𝑅1 + 𝑅2 
Dimana  𝑅1 =
𝜏1.1+𝜏1.2+𝜏1.3
(𝜌1+ 𝜉+𝜇𝑓)















Berdasarkan nilai bilangan reproduksi dipengaruhi oleh 
parameter-parameter 𝜌, 𝜉, 𝜇 dan 𝜏1, 𝜏2, 𝜏2.Padatitik kesetimbangan 
bebas penyakit tidak ada virus yang menyerang sehingga tidak ada 
gejala yang menyebar atau menghilang dari populasi. Hal ini 
terjadi ketika 𝑅0 < 1. Jadi dapat dikatakan jika  𝑥0 adalah titik 
bebas penyakit pada model maka 𝑥0 adalah stabil asimtotik lokal. 
 
4.4 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan 
Setelah didapatkan titik kesetimbangan bebas penyakit ( 0) dan 
titik kesetimbangan endemik ( ∗) selanjutnya akan di analisa 
kestabilan lokal dari masing-masing titik kesetimbangan. Karena 
pada persamaan model dapat terlihat bahwa persamaan tersebut tak 
linier, maka untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan 
berdasarkany nilai karakteristik (𝜆) maka pada persamaan masing-
masing model 1, 2 dan 3 harus di linearkan. Dari hasil pendekatan 
linier diperoleh matriks jacobian dari masing-masing model yaitu: 
 





























































dimana 𝑘1 = (𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘2 = 𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓, 𝑘3 = 𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓,  
𝑘4 = (𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘5 = (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘6 =  𝜓𝑢 + 𝜆𝑚, 


















































































































































dimana 𝑘10 =  𝜂𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘11 = 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓 , 𝑘12 = 𝜂(1 −
𝜖𝑣)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓 , 𝑘13 = 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘14 = 𝜌2 + 𝜇𝑓 , 𝑘15 = 𝑟𝜎2 +
𝜇𝑓, 𝑘16 = (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓), 𝑘17 = (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓) 𝑘18 = (𝛾 + 𝛿𝑓 +
𝜇𝑓), 𝑘19 = (1 − 𝑟)𝜎2, 𝑘20 = 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚, 𝑘21 = 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚, dan  
𝑘22 = 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚.  
 





























































dimana 𝑘23 = (𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚), 𝑘24 = ((1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓 + 𝜔𝑣 + 𝜇𝑚), 
𝑘25 = ((1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 + 𝜔𝑤 + 𝜇𝑚), 𝑘26 = ((1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓 − 𝜇𝑚), 
𝑘27 = (𝜌𝑚 + 𝜇𝑚), 𝑘28 = (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚), 𝑘29 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓, 𝑘30 =
(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 dan  𝑘31 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓. 
 
4.4.1 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit diperoleh 
dari nilai eigen matriks jacobian dari masing-masing model yaitu: 


































































dimana 𝑘1 = (𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘2 = 𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓, 𝑘3 = 𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓, 
𝑘4 = (𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘5 = (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘6 =  𝜓𝑢 + 𝜆𝑚, 𝑘7 =
(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚, 𝑘8 = (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚, 𝑘9 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚. 
  
Untuk mendapatkan nilai eigen dari persamaan karakteristiknya 
|𝐽( 1
∗) − 𝜆𝐼| = 0 diperoleh (– (𝑘6 + 𝑘1) − 𝜆)(−(𝑘7 + 𝑘2) − 𝜆) 
(−(𝑘8 + 𝑘3) − 𝜆)(−(𝑘9 + 𝑘1) − 𝜆)(−𝑘4 − 𝜆)(−𝑘5 − 𝜆) 
(−𝑘1 − 𝜆) = 0 
Sehingga didapatkan  nilai eigen 
𝜆1 = −(𝑘6 + 𝑘1) = −( 𝜓𝑢 + 𝜆𝑚 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆2 = −(𝑘7 + 𝑘2) = −(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 − (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆3 = −(𝑘8 + 𝑘3) = −(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆4 = −(𝑘9 + 𝑘1) = −(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚 − (𝜉 + 𝜇𝑓)  
𝜆5 = −𝑘4 = −(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆6 = −𝑘5 = −(𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆7 = −𝑘1 = −(𝜉 + 𝜇𝑓)  
 
Didapatkan bahwa nilai eigen 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0, 𝜆4 < 0, 
𝜆5 < 0, 𝜆6 < 0 dan 𝜆7 < 0 maka berdasarkan sifat stabilitas titik 
kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik terhadap model 
penyebaran .Artinya ketika nilai eigen 𝜆1 < 0 maka jumlah laju 
dari vaksinasi perempuan dengan dosis pertama, laju hubungan 
seksual dengan laki-laki, laju kematangan usia dan laju kematian 
alami mengalami penurunan. Hal ini juga terlihat ketika nilai 
eigen 𝜆2 < 0 dimana kegagalan vaksinasi yang dipengaruhi oleh 
laju hubungan seksual mengalami penurunan dan juga jumlah dari 
laju pemberian vaksin perempuan dengan dosis kedua, laju 
perpindahan usia dan laju kematian alami yang semakin menurun. 
Saat 𝜆3 < 0 menunjukkan bahwa adanya penurunan dari 
kegagalan vaksinasi yang dipengaruhi oleh laju hubungan seksual 
dan juga pernurunan pada laju vaksinasi dosis ketiga, perpindahan 
usia dan juga menurunnya laju kematian alami.  
Pada saat 𝜆4 < 0 menunjukkan bahwa laju kegagalan vaksinasi 
terhadap laju hubungan seksual mengalami penurunan dan laju 





Ketika 𝜆5 < 0 maka pada laju gelaja yang muncul, laju 
kematangan usia dan laju kematian alami akan mengalami 
penuruan. Saat 𝜆6 < 0 laju pemulihan virus, laju kematangan usia 
dan kematian alami mengalami penurunan sedangkan ketika 𝜆7 <
0 menunjukkan adanya penurunan laju kematangan usia dan laju 
kematian alami. 
 













































































































































Dimana 𝑘10 =  𝜂𝜆𝑚 + 𝜇𝑓 , 𝑘11 = 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘12 =
𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘13 = 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘14 = 𝜌2 + 𝜇𝑓, 
𝑘15 = 𝑟𝜎2 + 𝜇𝑓, 𝑘16 = (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓), 𝑘17 = (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓) 
𝑘18 = (𝛾 + 𝛿𝑓 + 𝜇𝑓), 𝑘19 = (1 − 𝑟)𝜎2, 𝑘20 = 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚, 
𝑘21 = 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚, dan  𝑘22 = 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚.  
 
Untuk mendapatkan nilai eigen dari persamaan karakteristiknya 
|𝐽( 1
∗) − 𝜆𝐼| = 0 diperoleh (−𝑘10 − 𝜆)(−𝑘11 − 𝜆)(−𝑘12 − 𝜆) 
(−𝑘13 − 𝜆)(−𝑘14 − 𝜆)(−𝑘15 − 𝜆)(−𝑘16 − 𝜆)(−𝑘17 − 𝜆) 
(−𝑘18 − 𝜆)(−𝜇𝑓 − 𝜆)(−𝜇𝑓 − 𝜆) = 0 
Sehingga didapatkan nilai eigen adalah sebagai berikut; 
𝜆1 = −𝑘10 = −(𝜂𝜆𝑚 + 𝜇𝑓) 
𝜆2 = −𝑘11 = −𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 − 𝜇𝑓 
𝜆3 = −𝑘12 = −𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚 − 𝜇𝑓 
𝜆4 = −𝑘13 = −𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚 − 𝜇𝑓  
𝜆5 = −𝑘14 = −(𝜌2 + 𝜇𝑓) 
𝜆6 = −𝑘15 = −(𝑟𝜎2 + 𝜇𝑓) 
𝜆7 = −𝑘16 = −(𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓) 





𝜆9 = −𝑘18 = −(𝛾 + 𝛿𝑓 + 𝜇𝑓),  
𝜆10 = −𝜇𝑓 
𝜆11 = −𝜇𝑓 
 
Didapatkan bahwa nilai eigen 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0, 𝜆4 < 0, 
𝜆5 < 0, 𝜆6 < 0, 𝜆7 < 0 , 𝜆8 < 0 , 𝜆9 < 0 , 𝜆10 < 0 , dan 𝜆11 < 0 
maka berdasarkan sifat stabilitas titik kesetimbangan bebas 
penyakit stabil asimtotik. Hal ini dapat diartikan bahwa saat 𝜆1 <
0 laju hubungan seksual terhadap laki-laki dan kematian alami 
mengalami penurunan. Ketika 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0, 𝜆4 < 0 artinya laju 
hubungan seksual terhadap laki-laki yang disertai dengan laju 
kegagalan vaksinasi dosis pertama, kedua, ketiga dan kematian 
alami mengalami penurunan pada usia diatas 26 tahun. 
Pada saat 𝜆5 < 0 menunjukkan bahwa laju gejala pada usia 
diatas 26 tahun dan laju kematian alami mengalami penurunan. 
Sedangkan ketika 𝜆6 < 0 menunjukkan bahwa laju pemulihan usia 
diatas 26 tahun dengan fraksi perempuan yang pulih dan kematian 
alami mengalami penurunan. Ketika 𝜆7 < 0 menunjukkan bahwa 
laju pemulihan dari infeksi persistensi,laju perkembangan infeksi 
HPV untuk lesi prakanker mengalami serta kematian alami 
mengalami penurunan. Sedangkan untuk 𝜆8 < 0 mengalami 
penurunan pada laju pemulihan dari infeksi neoplasia serviks serta 
kematian alami. Saat 𝜆9 < 0 juga mengalami penurunan pada laju 
pemulihan perempuan dari kanker serviks dan kematian alami. 
Sedangkan 𝜆10 < 0 dan 𝜆11 < 0 menunjukkan bahwa laju 
kematian alami pada perempuan usia diatas 26 tahun menurun. 
 


































































Dimana 𝑘23 = (𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚), 𝑘24 = ((1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓 + 𝜔𝑣 + 𝜇𝑚), 
𝑘25 = ((1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 + 𝜔𝑤 + 𝜇𝑚), 𝑘26 = ((1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓 − 𝜇𝑚), 
𝑘27 = (𝜌𝑚 + 𝜇𝑚), 𝑘28 = (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚), 𝑘29 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓, 𝑘30 =
(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 dan  𝑘31 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓. 
Untuk mendapatkan nilai eigen dari persamaan karakteristiknya 
|𝐽( m
0 ) − 𝜆𝐼| = 0 diperoleh (– 𝑘23 − 𝜆)(−𝑘24 − 𝜆)(−𝑘25 − 𝜆) 
(−𝑘26 − 𝜆)(−𝑘27 − 𝜆)(−𝑘28 − 𝜆)(−𝜇𝑚 − 𝜆) = 0 
Sehingga didapatkan nilai eigen 
𝜆1 = −𝑘23 = −(𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚) 
𝜆2 = −𝑘24 = −((1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓 + 𝜔𝑣 + 𝜇𝑚) 
𝜆3 = −𝑘25 = −((1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 + 𝜔𝑤 + 𝜇𝑚) 
𝜆4 = −𝑘26 = −(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓 − 𝜇𝑚 
𝜆5 = −𝑘27 = −(𝜌𝑚 + 𝜇𝑚) 
𝜆6 = −𝑘28 = −(𝜎𝑚 + 𝜇𝑚) 
𝜆7 = −𝜇𝑚 
 
Didapatkan bahwa nilai eigen 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0,  𝜆4 <
0, 𝜆5 < 0, 𝜆6 < 0 dan 𝜆7 < 0 maka berdasarkan sifat stabilitas 
titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik. Artinya saat 
𝜆1 < 0 menunjukkan bahwa laju vaksinasi dengan dosis pertama 
dengan hubungan seksual dan laju kematian alami pada laki-laki 
mengalami penurunan. Sedangkan 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0 menunjukkan 
bahwa laju kegagalan vaksinasi dengan dosis kedua, ketiga dan 
kematian alami pada laki-laki mengalami penurunan pula.  
Pada saat 𝜆4 < 0 menunjukkan bahwa laju kegagalan vaksinasi 
dosis ketiga dengan adanya hubungan seksual dan laju kematian 
alami mengalami penurunan. Sama halnya 𝜆5 < 0 yang 
menunjukkan bahwa laju gelaja dan kematian alami pada populasi 
menurun. Sedangkan ketka 𝜆6 < 0 menunjukkan bahwa laju 
pemulihan dan kematian mengalami penurunan sedangkan 






4.4.2 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 
Kestabilan local pada titik kesetimbangan endemik diperoleh 
dari nilai eigen matriks jacobiannya pada masing-masing sub grub 
yaitu sebagai berikut: 
 






























































dimana 𝑘1 = (𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘2 = 𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓, 𝑘3 = 𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓, 
𝑘4 = (𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘5 = (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓), 𝑘6 =  𝜓𝑢 + 𝜆𝑚, 𝑘7 =
(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚, 𝑘8 = (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚, 𝑘9 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚. 
 
Untuk mendapatkan nilai eigen dari persamaan karakteristiknya 
|𝐽( 1
∗) − 𝜆𝐼| = 0 diperoleh (– (𝑘6 + 𝑘1) − 𝜆)(−(𝑘7 + 𝑘2) − 𝜆) 
(−(𝑘8 + 𝑘3) − 𝜆)(−(𝑘9 + 𝑘1) − 𝜆)(−𝑘4 − 𝜆)(−𝑘5 − 𝜆) 
(−𝑘1 − 𝜆) = 0 
Sehingga didapatkan nilai eigen; 
𝜆1 = −(𝑘6 + 𝑘1) = −( 𝜓𝑢 + 𝜆𝑚 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆2 = −(𝑘7 + 𝑘2) = −(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 − (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆3 = −(𝑘8 + 𝑘3) = −(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆4 = −(𝑘9 + 𝑘1) = −(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚 − (𝜉 + 𝜇𝑓),  
𝜆5 = −𝑘4 = −(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆6 = −𝑘5 = −(𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓) 
𝜆7 = −𝑘1 = −(𝜉 + 𝜇𝑓) 
Didapatkan bahwa nilai eigen 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0, 𝜆4 < 0, 
𝜆5 < 0, 𝜆6 < 0 dan 𝜆7 < 0 maka berdasarkan sifat stabilitas titik 
kesetimbangan endemik stabil asimtotik. Artinya saat 𝜆5 < 0 laju 
pemberian vaksin pertama pada perempuan mengalami penurunan, 
hal ini di ikuti dengan laju hubungan seksual terhadap laki-laki dan 
juga perpindahan usia serta kematian alami yang menurun. Ketika 
𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0 menunjukkan bahwa kegagalan vaksinasi dengan 





pertama,kedua, laju perubahan usia dan laju kematian alami 
mengalami penurunan. Sedangkan untuk 𝜆4 < 0 menunjukkan 
bahwa laju kegagalan vaksinasi dosis ketiga, laju perubahan usia 
dan kematian alami mengalami penurunan pula. Hal ini juga terjadi 
pada 𝜆5 < 0 dimana laju gejala virus pada usia dibawah 26 tahun, 
laju perubahan usia dan laju kematian alami mengalami penurunan. 
Selanjutnya 𝜆6 < 0 yang artinya laju pemulihan pada usia dibawah 
26 tahun,laju perubahan usia,dan laju kematian mengalami 
penurunan. Sedangkan pada saat 𝜆7 < 0 menunjukkan bahwa 
perubahan usia dan kematian alami mengalami penurunan pula. 
 













































































































































Dimana 𝑘10 =  𝜂𝜆𝑚 + 𝜇𝑓 , 𝑘11 = 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘12 =
𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘13 = 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚 + 𝜇𝑓, 𝑘14 = 𝜌2 + 𝜇𝑓, 
𝑘15 = 𝑟𝜎2 + 𝜇𝑓, 𝑘16 = (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓), 𝑘17 = (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓) 
𝑘18 = (𝛾 + 𝛿𝑓 + 𝜇𝑓), 𝑘19 = (1 − 𝑟)𝜎2, 𝑘20 = 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚, 
𝑘21 = 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚, dan  𝑘22 = 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚.  
 
Untuk mendapatkan nilai eigen dari persamaan karakteristiknya 
|𝐽( 1
∗) − 𝜆𝐼| = 0 diperoleh (−𝑘10 − 𝜆)(−𝑘11 − 𝜆)(−𝑘12 − 𝜆) 
(−𝑘13 − 𝜆)(−𝑘14 − 𝜆)(−𝑘15 − 𝜆)(−𝑘16 − 𝜆)(−𝑘17 − 𝜆) 
(−𝑘18 − 𝜆)(−𝜇𝑓 − 𝜆)(−𝜇𝑓 − 𝜆) = 0 
Sehingga didapatkan nilai eigen adalah sebagai berikut; 
𝜆1 = −𝑘10 = −(𝜂𝜆𝑚 + 𝜇𝑓) 
𝜆2 = −𝑘11 = −𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 − 𝜇𝑓 
𝜆3 = −𝑘12 = −𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚 − 𝜇𝑓 





𝜆5 = −𝑘14 = −(𝜌2 + 𝜇𝑓) 
𝜆6 = −𝑘15 = −(𝑟𝜎2 + 𝜇𝑓) 
𝜆7 = −𝑘16 = −(𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓) 
𝜆8 = −𝑘17 = −(𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓) 
𝜆9 = −𝑘18 = −(𝛾 + 𝛿𝑓 + 𝜇𝑓),  
𝜆10 = −𝜇𝑓 
𝜆11 = −𝜇𝑓 
Didapatkan bahwa nilai eigen 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0, 𝜆4 < 0, 
𝜆5 < 0, 𝜆6 < 0, 𝜆7 < 0 , 𝜆8 < 0 , 𝜆9 < 0 , 𝜆10 < 0 , dan 𝜆11 < 0 
maka berdasarkan sifat stabilitas titik kesetimbangan endemic 
asimtotik. Artinya dalam keadaan yang terdapat penyebaran virus 
dimana ketika 𝜆1 < 0 maka laju hubungan seksual dan laju 
kematian alami mengalami penurunan. Sedangkan ketika 𝜆2 <
0, 𝜆3 < 0, 𝜆4 < 0 menunjukkan bahwa laju kegagalan vaksinasi 
dosispertama, kedua, ketiga dengan adanya hubungan seksual dan 
kematian alami mengalami penurunan pula. 
Pada saat 𝜆5 < 0 menunjukkan bahwa laju gejala dan kematian 
alami menurun. Hal ini di ikuti dengan 𝜆6 < 0 yang menunjukkan 
laju pemulihan dengan fraksi pemulihan dan laju kematian alami 
mengalami penurunan pula. Sedangkan pada saat 𝜆7 < 0 laju 
pemulihan dari lesi prakanker dan kematian alami mengalami 
penurunan pula. Ketika 𝜆8 < 0 maka dapat diartikan bahwa laju 
pemulihan perempuan dari infeksi neoplasia serviks dan kematian 
alami mengalami penurunan. Hal ini juga terjadi saat 𝜆9 < 0 
dimana laju pemulihan perempuan dari kanker,laju kematian 
akibat kanker serviks dan laju kematian alami mengalami 
penurunan. Sedangkan pada saat 𝜆10 < 0, 𝜆11 < 0 menunjukkan 
bahwa laju kematian akan mengalami penurunan 


































































Dimana;𝑘23 = (𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚), 𝑘24 = ((1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓 + 𝜔𝑣 + 𝜇𝑚), 
𝑘25 = ((1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 + 𝜔𝑤 + 𝜇𝑚), 𝑘26 = ((1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓 − 𝜇𝑚), 
𝑘27 = (𝜌𝑚 + 𝜇𝑚), 𝑘28 = (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚), 𝑘29 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓, 𝑘30 =
(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 dan  𝑘31 = (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓. 
Untuk mendapatkan nilai eigen dari persamaan karakteristiknya 
|𝐽( m
0 ) − 𝜆𝐼| = 0 diperoleh (– 𝑘23 − 𝜆)(−𝑘24 − 𝜆)(−𝑘25 − 𝜆) 
(−𝑘26 − 𝜆)(−𝑘27 − 𝜆)(−𝑘28 − 𝜆)(−𝜇𝑚 − 𝜆) = 0 
Sehingga didapatkan nilai eigen : 
𝜆1 = −𝑘23 = −(𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚) 
𝜆2 = −𝑘24 = −((1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓 + 𝜔𝑣 + 𝜇𝑚) 
𝜆3 = −𝑘25 = −((1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 + 𝜔𝑤 + 𝜇𝑚) 
𝜆4 = −𝑘26 = −(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓 − 𝜇𝑚 
𝜆5 = −𝑘27 = −(𝜌𝑚 + 𝜇𝑚) 
𝜆6 = −𝑘28 = −(𝜎𝑚 + 𝜇𝑚) 
𝜆7 = −𝜇𝑚 
 
Didapatkan bahwa nilai eigen 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0,  𝜆4 < 0, 
 𝜆5 < 0, 𝜆6 < 0 dan 𝜆7 < 0 maka berdasarkan sifat stabilitas titik 
kesetimbangan endemik stabil asimtotik. Artinya saat 𝜆1 < 0 laju 
vaksinasi perempuan dengan dosis pertama menurun, di ikuti 
dengan laju hubungan seksual denga perempuan dan kematian 
alami yang menurun pula. Hal ini terjadi juga saat 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0 
masng-masing menunjukkan kegagalan vaksinasi dosis pertama, 
kedua dengan adanya hubungan seksual dengan perempuan, laju 
pemberian vaksin dosis kedua, ketiga dan kematia alami yang 
mengalami penurunan. Sedangkan 𝜆4 < 0 dapat diartikan bahwa 
laju kegagalan vaksinasi dosis ketiga dengan laju hubungan 
seksual dan kematian alami mengalami penurunan pula. 𝜆5 <
0, 𝜆6 < 0  masing-masing menunjukkan bahwa laju gejala virus, 
laju pemulihan virus dan kematian alami mengalami penurunan. 
Hal ini sama dengan saat 𝜆7 < 0 dimana laju kematian alami 






4.5 Simulasi Numerik  
4.5.1 Penyelesain Numerik 
Metode Runge-Kutta Orde 4 (RK4) yang merupakan salah satu 
metode numeric yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 
persamaan diferensial yang menyangkut nilai awal dengan ukuran 
langkah waktu yang bervariasi. Pada penelitian in penyelesaian 
numerik dilakukan berdasarkan model sistem. Misalnya diberikan 
persamaan diferensial pada model (1), (2) dan (3). 
 
a) Model 1 
𝑑𝑆1
𝑑𝑡
= 𝑎(𝑡, 𝑆1, 𝐸1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1 , 𝑅1) 
        ≡  𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1 − 𝜆𝑚𝑆1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 
𝑑𝑈1
𝑑𝑡
= 𝑏(𝑡, 𝑆1 , 𝐸1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1, 𝑅1) 
         ≡ 𝜋𝑓∅𝑓 + 𝜓𝑢𝑆1 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1 − (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 
𝑑𝑉1
𝑑𝑡
= 𝑐(𝑡, 𝑆1, 𝐸1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1 , 𝑅1) 
        ≡ 𝜓𝑣𝑈1 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑉1 
𝑑𝑊1
𝑑𝑡
= 𝑑(𝑡, 𝑆1, 𝐸1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1, 𝑅1 
         ≡ 𝜓𝑤𝑊1 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1 − ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1 
𝑑𝐸1
𝑑𝑡
= 𝑒(𝑡, 𝑆1, 𝐸1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1 , 𝑅1 
         ≡ 𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1] − (𝜌1
+  𝜉 + 𝜇𝑓)𝐸1 
𝑑𝐼1
𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑆1, 𝐸1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1 , 𝑅1) 
        ≡ 𝜌1𝐸1 − (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝐼1 
𝑑𝑅1
𝑑𝑡
= 𝑔(𝑡, 𝑆1, 𝐸1, 𝑈1, 𝑉1,𝑊1, 𝐸1, 𝐼1 , 𝑅1) 









b) Model 2 
𝑑𝑆2
𝑑𝑡
= 𝑖(𝑡, 𝑆2, 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
        ≡ 𝜉𝑆1 − 𝜂𝜆𝑚𝑆2 − 𝜇𝑓𝑆2 
𝑑𝑈2
𝑑𝑡
= 𝑗(𝑡, 𝑆2, 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
         ≡ 𝜉𝑈1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2 − 𝜇𝑓𝑈2 
𝑑𝑉2
𝑑𝑡
= 𝑘(𝑡, 𝑆2, 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2 
         ≡ 𝜉𝑉1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2 − 𝜇𝑓𝑉2 
𝑑𝑊2
𝑑𝑡
= 𝑙(𝑡, 𝑆2 , 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
          ≡ 𝜉𝑊1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2 − 𝜇𝑓𝑊2 
𝑑𝐸2
𝑑𝑡
= 𝑚(𝑡, 𝑆2 , 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
         ≡ 𝜉𝑊1 + 𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2
+ (1 − 𝜖𝑤)𝑊2] − (𝜌2 + 𝜇𝑓)𝐸2 
𝑑𝐼2
𝑑𝑡
= 𝑛(𝑡, 𝑆2 , 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
       ≡ 𝜉𝐼1 + 𝜌2𝐸2 − (𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2 
𝑑𝑃
𝑑𝑡
= 𝑜(𝑡, 𝑆2 , 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
      ≡ (1 − 𝑟)𝜎2𝐼2 − (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)𝑃 
𝑑𝑄
𝑑𝑡
= 𝑝(𝑡, 𝑆2, 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
      ≡ 𝜅𝑃 − (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)𝑄 
𝑑𝐶
𝑑𝑡
= 𝑞(𝑡, 𝑆2, 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
       ≡ 𝛼𝑄 − (𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 
𝑑𝑅𝑐
𝑑𝑡
= 𝑟(𝑡, 𝑆2, 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 
         ≡ 𝛾𝐶 − 𝜇𝑓𝑅𝑐 
𝑑𝑅2
𝑑𝑡
= 𝑠(𝑡, 𝑆2 , 𝐸2, 𝑈2, 𝑉2,𝑊2, 𝐸2, 𝐼2 , 𝑃, 𝑄, 𝐶, 𝑅𝑐 , 𝑅2) 





c) Model 3 
𝑑𝑆𝑚
𝑑𝑡
= 𝑡(𝑡, 𝑆𝑚 , 𝐸𝑚, 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) 
         ≡  𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆𝑚 − 𝜆𝑓𝑆𝑚 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆𝑚 
𝑑𝑈𝑚
𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡, 𝑆𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚, 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) 
         ≡ 𝜋𝑓∅𝑓 + 𝜓𝑢𝑆𝑚 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈𝑚 − (𝜓𝑣 + 𝜇𝑓)𝑈𝑚 
𝑑𝑉𝑚
𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡, 𝑆𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚, 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) 
         ≡ 𝜓𝑣𝑈𝑚 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉𝑚 − (𝜓𝑤 + 𝜇𝑓)𝑉𝑚 
𝑑𝑊𝑚
𝑑𝑡
= 𝑤(𝑡, 𝑆𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) 
          ≡ 𝜓𝑤𝑊𝑚 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊𝑚 − 𝜇𝑓𝑊𝑚  
𝑑𝐸𝑚
𝑑𝑡
= 𝑥(𝑡, 𝑆𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) 
          ≡ 𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚]
− (𝜌𝑚 + 𝜇𝑓)𝐸𝑚 
𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡
= 𝑦(𝑡, 𝑆𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) 
         ≡ 𝜌𝑚𝐸𝑚 − (𝜎𝑚 + 𝜇𝑓)𝐼𝑚 
𝑑𝑅𝑚
𝑑𝑡
= 𝑧(𝑡, 𝑆𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝑈𝑚 , 𝑉𝑚 ,𝑊𝑚 , 𝐸𝑚 , 𝐼𝑚 , 𝑅𝑚) 
          ≡ 𝜎𝑚𝐼𝑚 − 𝜇𝑓𝑅𝑚 
 
Integrasi numerik dari persamaan dengan metode Runge-Kutta 
orde empat dapat dinyatakan  sebagai berikut: 
a) Model 1 
𝑆(1)𝑛+1 = 𝑆(1)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑆(1) = ℎ𝑎(𝑡𝑛 , 𝑆(1)𝑛) 



















𝑈(1)𝑛+1 = 𝑈(1)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑈(1) = ℎ𝑏(𝑡𝑛, 𝑈(1)𝑛) 














𝑘4,𝑈(1) = ℎ𝑏(𝑡𝑛 + ℎ,𝑈(1)𝑛 + 𝑘3) 
𝑉(1)𝑛+1 = 𝑉(1)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑉(1) = ℎ𝑐(𝑡𝑛 , 𝑉(1)𝑛) 














𝑘4,𝑉(1) = ℎ𝑐(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑉(1)𝑛 + 𝑘3) 
𝑊(1)𝑛+1 = 𝑊(1)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑊(1) = ℎ𝑑(𝑡𝑛,𝑊(1)𝑛) 














𝑘4,𝑊(1) = ℎ𝑑(𝑡𝑛 + ℎ,𝑊(1)𝑛 + 𝑘3) 
𝐸(1)𝑛+1 = 𝐸(1)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝐸(1) = ℎ𝑒(𝑡𝑛 , 𝐸(1)𝑛) 














𝑘4,𝐸(1) = ℎ𝑒(𝑡𝑛 + ℎ, 𝐸(1)𝑛 + 𝑘3) 
𝐼(1)𝑛+1 = 𝐼(1)𝑛 +
1
6





Dengan: 𝑘1,𝑆(1) = ℎ𝑓(𝑡𝑛 , 𝐼(1)𝑛) 














𝑘4,𝐼(1) = ℎ𝑓(𝑡𝑛 + ℎ, 𝐼(1)𝑛 + 𝑘3) 
𝑅(1)𝑛+1 = 𝑅(1)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑅(1) = ℎ𝑔(𝑡𝑛, 𝑆(1)𝑛) 














𝑘4,𝑅(1) = ℎ𝑔(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑅(1)𝑛 + 𝑘3) 
b) Model 2 
𝑆(2)𝑛+1 = 𝑆(2)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑆(2) = ℎ𝑖(𝑡𝑛, 𝑆(2)𝑛) 














𝑘4,𝑆(2) = ℎ𝑖(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑆(2)𝑛 + 𝑘3) 
𝑈(2)𝑛+1 = 𝑈(2)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑈(2) = ℎ𝑗(𝑡𝑛, 𝑈(2)𝑛) 














𝑘4,𝑈(2) = ℎ𝑗(𝑡𝑛 + ℎ,𝑈(2)𝑛 + 𝑘3) 
𝑉(2)𝑛+1 = 𝑉(2)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 



















𝑘4,𝑉(2) = ℎ𝑘(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑉(2)𝑛 + 𝑘3) 
𝑊(2)𝑛+1 = 𝑊(2)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑊(2) = ℎ𝑙(𝑡𝑛,𝑊(2)𝑛) 














𝑘4,𝑊(2) = ℎ𝑙(𝑡𝑛 + ℎ,𝑊(2)𝑛 + 𝑘3) 
𝐸(2)𝑛+1 = 𝐸(2)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝐸(2) = ℎ𝑚(𝑡𝑛, 𝐸(2)𝑛) 














𝑘4,𝐸(2) = ℎ𝑚(𝑡𝑛 + ℎ, 𝐸(2)𝑛 + 𝑘3) 
𝐼(2)𝑛+1 = 𝐼(2)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑆(2) = ℎ𝑚(𝑡𝑛, 𝐼(2)𝑛) 














𝑘4,𝐼(2) = ℎ𝑚(𝑡𝑛 + ℎ, 𝐼(2)𝑛 + 𝑘3) 
𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑃 = ℎ𝑛(𝑡𝑛, 𝑃𝑛) 


















𝑘4,𝑃 = ℎ𝑛(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑃𝑛 + 𝑘3) 
𝑄𝑛+1 = 𝑄𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑄 = ℎ𝑜(𝑡𝑛, 𝑄𝑛) 














𝑘4,𝑄 = ℎ𝑜(𝑡𝑛 + ℎ,𝑄𝑛 + 𝑘3) 
𝐶𝑛+1 = 𝐶𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝐶 = ℎ𝑝(𝑡𝑛, 𝐶𝑛) 














𝑘4,𝐶 = ℎ𝑝(𝑡𝑛 + ℎ, 𝐶𝑛 + 𝑘3) 
𝑅(𝑐)𝑛+1 = 𝑅(𝑐)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑅(𝑐) = ℎ𝑞(𝑡𝑛, 𝑅(𝑐)𝑛) 














𝑘4,𝑅(𝑐) = ℎ𝑞(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑅(𝑐)𝑛 + 𝑘3) 
𝑅(2)𝑛+1 = 𝑅(2)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑅(2) = ℎ𝑟(𝑡𝑛, 𝑆(2)𝑛) 



















c) Model 3 
𝑆(𝑚)𝑛+1 = 𝑆(𝑚)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑆(𝑚) = ℎ𝑠(𝑡𝑛, 𝑆(𝑚)𝑛) 














𝑘4,𝑆(𝑚) = ℎ𝑠(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑆(𝑚)𝑛 + 𝑘3) 
𝑈(𝑚)𝑛+1 = 𝑈(𝑚)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑈(𝑚) = ℎ𝑢(𝑡𝑛, 𝑈(𝑚)𝑛) 














𝑘4,𝑈(𝑚) = ℎ𝑢(𝑡𝑛 + ℎ,𝑈(𝑚)𝑛 + 𝑘3) 
𝑉(𝑚)𝑛+1 = 𝑉(𝑚)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑉(𝑚) = ℎ𝑣(𝑡𝑛 , 𝑉(𝑚)𝑛) 














𝑘4,𝑉(𝑚) = ℎ𝑣(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑉(𝑚)𝑛 + 𝑘3) 
𝑊(𝑚)𝑛+1 = 𝑊(𝑚)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑊(𝑚) = ℎ𝑤(𝑡𝑛 ,𝑊(𝑚)𝑛) 




















𝐸(𝑚)𝑛+1 = 𝐸(𝑚)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝐸(𝑚) = ℎ𝑥(𝑡𝑛 , 𝐸(𝑚)𝑛) 














𝑘4,𝐸(𝑚) = ℎ𝑥(𝑡𝑛 + ℎ, 𝐸(𝑚)𝑛 + 𝑘3) 
𝐼(𝑚)𝑛+1 = 𝐼(𝑚)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑆(𝑚) = ℎ𝑦(𝑡𝑛 , 𝐼(𝑚)𝑛) 














𝑘4,𝐼(𝑚) = ℎ𝑦(𝑡𝑛 + ℎ, 𝐼(𝑚)𝑛 + 𝑘3) 
𝑅(𝑚)𝑛+1 = 𝑅(𝑚)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Dengan: 𝑘1,𝑅(𝑚) = ℎ𝑧(𝑡𝑛 , 𝑅(𝑚)𝑛) 














𝑘4,𝑅(𝑚) = ℎ𝑧(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑅(𝑚)𝑛 + 𝑘3) 
Dengan h adalah langkah waktu. 
 
4.5.2 Impementasi Antarmuka 
Impementasi antarmuka digunakan untuk mempermudah 
penggunaan program dalam mencari penyelesaian numeric dari 
sistem, implementasi antarmuka terdiri dari 3 button yaitu 
“Home”,”Simulasi”,dan “Exit”. Pada button “Home” merupakan 
bagian dimana menampilkan cover dari simulasi. Saat pengguna 
ingin mencari simulasi numerik maka dilakukan perhitungan pada 
bagian button “Simulasi” sedangkan jika pengguna ingin keluar 






Gambar 4. 1 Tampilan “Home” pada GUI 
 
Pada bagian “Simulasi 1” ini terdiri 6 button yaitu “Plot Grafik 
Model 1”,”Plot Grafik Model 2”,“Plot Grafik Model 3” yang 
masing-masing digunakan untuk menampilkan grafik sesuai 
masukkan dari pengguna dan “Reset1”,”Reset2” dan “Reset3” 
yang digunakan untuk menghapus hasil masukan parameter dan 
melakukan simulasi ulang. 
 






4.5.3 Flow Chart 
Flow Chart adalah diagram yang digunakan untuk menjelaskan 











































 Iterasi i=i+1 
Ya 
Menampilkan Grafik Populasi Susceptible 
perempuan usia dibawah 26 tahun 
 
Finish 
Iterasi i = 1 
Apakah iterasi i= n ? 
 









Hitung 𝑆(1)𝑛+1 = 𝑆(1)𝑛 +
1
6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 
Masukkan parameter, nilai awal, waktu awal 








Tabel 1 [7]. Nilai-Nilai Parameter pada Model Matematika 
Pemberian Vaksin HPV terhadap Kanker Serviks 
Parameter Nilai Satuan 
𝜋𝑚 , 𝜋𝑓  10,000 per tahun 
𝛽𝑚(𝛽𝑓) 0.8(0.7) per kontak 
𝑐𝑓 , 𝑐𝑚 0.2 per tahun 
𝜃1, 𝜃2, 𝜃𝑚, 𝜂 0.5,0.9, 0.95, 0.1 per tahun 
𝜉 0.9 per tahun 
𝜌𝑚 , 𝜌1, 𝜌2 0.1, 0.1, 0.1 per tahun 
𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4 0.5, 0,5, 0.5, 0.5 per tahun 
𝜇𝑚 , 𝜇𝑓 0.015 per tahun 
∅𝑚 , ∅𝑓 0.3, 0.3 per tahun 
𝜓𝑢 , 𝜓𝑣 , 𝜓𝑤 0.5, 0.5, 0.5 per tahun 
𝜔𝑢,𝜔𝑣,, 𝜔𝑤, 0.5, 0.1, 0.1 per tahun 
𝜖𝑢 , 𝜖𝑣 , 𝜖𝑤  0.3, 0.7, 0.95 per tahun 
r 0.99 per tahun 
𝜎𝑚 0.9 per tahun 
𝜅 0.08 per tahun 
𝛼 0.1 per tahun 
𝛾 0.5 per tahun 
𝛿𝑓 0.001 per tahun 
𝜏1, 𝜏2, 𝜏3 0.5 per tahun 
Dengan menggunakan parameter yang terdapat pada Tabel 1 dan 
nilai awal 𝑆1(0) = 1,𝑈1(0) = 0.15, 𝑉1(0) = 0.2, 𝑊1(0) = 0.25,  
𝐸1(0) = 0.5, 𝐼1(0) = 0.6, 𝑅1(0) = 0.75, 𝑆2(0) = 0.9, 𝑈2(0) = 0.2, 
𝑉2(0) = 0.25,𝑊2(0) = 0.3, 𝐸2(0) = 0.5, 𝐼2(0 = 0.65, 𝑅2(0) = 0.45, 
𝑆𝑚(0) = 1,𝑈𝑚(0) = 0.25, 𝑉𝑚(0) = 0.3,𝑊𝑚(0) = 0.35, 𝐸𝑚(0) = 0.5 
𝐼𝑚(0) = 0.4,𝑅𝑚(0). Kemudian masukkan parameter tersebut 
dihitung menggunakan metode Runge-Kutta sesuai rumus pada 
subbab 4.5.1 dan hasil akhir menampilkan grafik simulasi numerik. 
 
4.5.4 Hasil Simulasi 
Pada simulasi numerik dipilih 3 subpopulasi yang sesuai 
dengan fenomena yang terjadi pada model, yaitu populasi 
perempuan dengan usia dibawah 26 tahun, populasi perempuan 





Berikut ini adalah grafik hasil simulasi numerik berdasarkan 
variasi nilai h (ukuran langkah waktu) yang mana berpengaruh 
terhadap kestabilan numeriknya yang terjadi pada tiap sub populasi  
a) Populasi perempuan dibawah 26 tahun 
Saat nilai h= 0.0005 
 
Gambar 4. 4 Grafik masing-masing populasi perempuan 
usia dibawah 26 tahun saat h=0.0005 
Saat nilai h=0.5 
 
Gambar 4. 5 Grafik masing-masing populasi perempuan usia 





Pada gambar diatas menunjukkan masing-masing populasi 
bergerak menurun mendekati persekitaran titik setimbang dengan 
jumlah populasi rentan(S), populasi rentan dengan vaksinasi dosis 
kedua (V),populasi rentan dengan vaksinasi dosis ketiga (W), 
populasi dengan gejala infeksi virus (E), populasi terinfeksi (I), 
populasi sembuh (R) adalah nol. Sedangkan populasi perempuan 
rentan dengan vaksinasi dosis pertama (U) bergerak naik mulai 
tahun pertama sampai ± 0.5 tahun, kemudian bergerak menurun 
mendekati persekitaran titik setimbang dengan jumlah U adalah 
nol. Grafik diatas terlihat masing-masing populasi perempuan usia 
dibawah 26 bahwa saat nilai h=0.0005 akan stabil ketika mendekati 
persekitaran titik setimbang saat t>10 tahun, sedangkan saat nilai 
h=0.5 menunjukkan bahwa masing-masing populasi akan stabil 
mendekati persekitaran titik setimbang saat t>12 tahun. Hal ini 
menunjukkan bahwa semakin kecil nilai h maka semakin kecil 
waktu yang dibutuhkan untuk mencapai kestabilan titik setimbang. 
Dari grafik tersebut bilangan reproduksi dasar perempuan usia 
dibawah 26 tahun yaitu 𝑅0 = 1.3534 atau 𝑅0 > 1  sehingga stabil 
asimtotik terhadap titik kesetimbangan endemik.  
b) Populasi perempuan usia diatas 26 tahun 
Saat nilai h=0.005 
 
Gambar 4. 6 Grafik masing-masing populasi perempuan 





Saat nilai h=0.5 
  
Gambar 4. 7 Grafik masing-masing populasi perempuan 
usia diatas 26 tahun saat h=0.5 
Pada gambar diatas menunjukkan masing-masing populasi 
perempuan usia diatas 26 tahun bergerak menurun mendekati 
persekitaran titik setimbang dengan jumlah populasi dengan 
persistensi pra kanker (P), populasi dengan lesi pra kanker (Q), 
populasi yang terkena kanker serviks adalah nol. Populasi 
perempuan usia diatas 26 tahun yang rentan (S) bergerak naik 
mulai tahun pertama sampai ±5 tahun dan akan menurun 
mendekati persekitaran titik setimbang. Populasi perempuan 
dengan vaksinasi dosis pertama (U),populasi dengan vaksinasi 
dosis kedua (V),populasi dengan vaksinasi dosis ketiga dan 
populasi yang sembuh dari kanker serviks bergerak naik mulai 
tahun pertama sampai ± 5 tahun dan menurun mendekati 
persekitaran titik setimbang. Populasi perempuan yang 
menunjukkan gejala virus (E) dan populasi yang terinfeksi virus (I) 
bergerak naik mulai tahun pertama sampai ±3 tahun dan bergerak 
menurun mendekati persekitaran titik setimbang. Grafik diatas 
terlihat bahwa populasi yang terkena kanker serviks mendekati 
persekitaran titik setimbang saat t>6 tahun saat h=0.0005, 
sedangkan saat h=0.5 menunjukkan bahwa populasi perempuan 





tersebut bilangan reproduksi dasar perempuan usia diatas 26 tahun 
yaitu 𝑅0 = 1.9709 atau 𝑅0 > 1 sehingga dapat dikatakan stabil 
asimtotik terhadap titik kesetimbangan endemik. 
 
c) Populasi Laki-Laki 
Saat nilai h=0.005 
 
Gambar 4. 8 Grafik masing-masing populasi laki-laki saat h=0.005 
 
Saat nilai h=0.5 
 






Pada gambar diatas menunjukkan masing-masing populasi 
bergerak menurun mendekati titik setimbang dengan jumlah 
ppopulasi perempuan rentan (S),populasi yang menunjukkan gejala 
virus(E),populasi yang terinfeksi oleh virus (I) pada laki-laki 
adalah nol. Populasi laki-laki rentan dengan vaksinasi dosis 
pertama (U) bergerak naik mulai tahun pertama sampai ±5 tahun 
dan akan bergerak menurun mendekati persekitaran titik 
setimbang. Populasi laki-laki rentan dengan vaksinasi dosis kedua 
(V) bergerak naik mulai tahun pertama sampai ± 15 tahun dan akan 
menurun mendekati persekitaran titik setimbang. Populasi laki-laki 
rentan dengan vaksinasi dosis ketiga (W) bergerak naik mulai tahun 
pertama sampai ± 50 tahun dan akan menurun mendekati 
persekitaran titik setimbang. Sedangkan populasi laki-laki yang 
sembuh bergerak naik selama ±15 tahun dan menurun mendekati 
persekitaran titik setimbang. Dari grafik diatas terlihat masing-
masing populasi laki-laki S,E,I bahwa saat h=0.0005 akan stabil 
ketika mendekati persekitaran tiitk setimbang saat t>22 tahun, 
sedangkan saat nilai h=0.5 menunjukkan bahwa populasi laki-laki 
S,E,I stabil saat t>24 tahun. Dari grafik tersebut bilangan 
reproduksi dasar laki-laki yaitu 𝑅0 = 1.9709 atau 𝑅0 > 1 
sehingga dikatakan stabil asimtotik terhadap titik kesetimbangan 
endemik. 
Penyebaran virus tidak lepas dari pengaruh setiap inputan nilai 
parameter yang diberikan. Variasi nilai input yang diberikan akan 
berpengaruh terhadap output dari simulasi yang dilakukan. 
Parameter yang sangat berpengaruh terhadap penyebaran virus 
yang mana berkaitan dengan bilangan reproduksi yaitu 𝜌 dan 𝜉. 
Jadi untuk mengetahui seberapa besar penyebaran virus HPV maka 
dilakukan variasi nilai input setiap sub populasi yaitu 𝜌1 =0.25 dan 







Gambar 4. 10 Grafik exposed perempuan usia dibawah 26 tahun saat 
𝜌11 =0.25 dan 𝜌12 =0.75 
 
 
Gambar 4. 11 Grafik exposed perempuan usia diatas 26 tahun saat 







Gambar 4. 12 Grafik  exposed laki-laki saat 𝜌𝑚1 =0.25 dan 𝜌𝑚2 =0.75 
 
Berikut dilakukan analisis grafik individu exposed dengan 
variasi 𝜌1 =0.25 dan 𝜌2 =0.75 yaitu sebagai berikut: 
 
1) Pada grafik individu exposed pada perempuan dengan usia 
dibawah 26 tahun menujukkan bahwa semakin kecil laju gejala 
penyebaran virus HPV maka semakin sedikit waktu yang 
dibutuhkan untuk menjadi individu yang terinfeksi virus HPV. 
2) Pada grafik individu exposed pada perempuan dengan usia 
diatas 26 tahun menunjukkan bahwa semakin kecil laju gejala 
virus maka semakin sedikit waktu yang dibutuhkan untuk 
menjadi individu yang terkena kanker serviks. 
3) Pada grafik individu exposed laki-laki menunjukkan bahwa 
semakin besar gejala virus HPV maka semakin banyak yang 







Gambar 4. 13 Grafik exposed perempuan usia dibawah 26 tahun saat 
𝜉1 =1 dan 𝜉2 =0.5 
 
 
Gambar 4. 14 Grafik exposed perempuan dengan usia diatas 26 tahun 







Gambar 4. 15 Grafik exposed pada laki-laki saat 𝜉1 =1 dan 𝜉2 =0.5 
 
Berikut dilakukan analisa grafk dalam individu exposed dengan 
variasi 𝜉1 =1 dan  𝜉2 =0.5 yaitu sebagai berikut: 
1) Pada grafik individu exposed perempuan dengan usia dibawah 
26 tahun menunjukkan bahwa semakin meningkatnya laju 
kematangan perempuan usia dibawah 26 tahun maka semakin 
sedikit waktu yang dibutuhkan untuk terkena virus HPV. 
2) Pada grafik individu exposed perempuan dengan usia diatas 26 
tahun menunjukkan bahwa waktu yang dibutuhkan untuk 
mendekati persekitaran titik setimbang memerlukan waktu 
yang sama. Hal ini di sebabkan karena meningkatnya rate 
kematangan perempuan usia dibawah 26 tahun, akan tetapi 
semakin besar rate kematangan perempuan maka semakin 
meningkat jumlah individu exposed usia dibawah 26 tahun .  
3) Pada grafik individu exposed laki-laki, nilai laju kematangan 
perempuan tidak perpengaruh pada individu laki-laki. 
 
Populasi dibagi menjadi dua sub populasi, populasi perempuan 
dan laki-laki. Dimana populasi perempuan dibagi menjadi dua sub 
populasi yaitu populasi perempuan dengan usia dibawah 26 tahun 
dan perempuan dengan usia diatas 26 tahun. Pada populasi 
perempuan dan laki-laki terdapat hubungan imbal balik yakni laju 













Sedangkan pada populasi perempuan juga terdapat hubungan 
imbal balik yakni laju kematangan perempuan (𝜉).  
Berikut ini adalah penjelasan hubungan populasi yang dipengaruhi 
oleh laju hubungan seksual dan usia kematangan perempuan :  
 
a) Hubungan populasi perempuan usia dibawah 26 tahun dan 
populasi perempuan usia diatas 26 tahun 
 
Gambar 4. 16 Grafik exposed perempuan usia di bawah 26 tahun dan 
exposed perempuan usia di atas 26 tahun 
Pada grafik diatas terlihat bahwa exposed populasi perempuan 
dengan usia dibawah 26 tahun menunjukkan waktu yang 
dibutuhkan untuk mendekati persekitaran titik setimbang lebih 
sedikit dari pada populasi exposed perempuan dengan usia diatas 
26 tahun. Hal ini di sebabkan karena populasi perempuan usia 
dibawah 26 tahun mengalami penuruan pada usia pematangan 
yang mana setiap populasi yang rentan, populasi yang divaksinasi 
dosis pertama, kedua dan ketiga mengalami peningkatan. 
Sedangkan pada individu perempuan dengan usia diatas 26 tahun 





di bawah 26 tahun dan meningkatnya  setiap populasi yang rentan, 
individu yang gagal divaksinasi dengan dosis pertama, kedua dan 
ketiga dari masing-masing usia pematangan perempuan dengan 
usia dibawah 26 tahun. Sehingga populasi exposed perempuan usia 
diatas 26 tahun bergantung pada populasi usia di bawah 26 tahun. 
 
b) Hubungan populasi perempuan usia dibawah 26 tahun dan 
populasi laki-laki. 
 
Gambar 4. 17 Grafik exposed laki-laki dan perempuan usia dibawah 26 
tahun 
Pada grafik diatas menunjukkan bahwa populasi exposed laki-
laki yang mendekati persekitaran titik setimbang memerlukan 
waktu yang lebih lambat. Hal ini dipengaruhi oleh meningkatnya 
laju hubungan seksual pada laki-laki yang masih rentan dan laki-
laki yang telah gagal divaksinasi dengan dosis pertama, kedua 
maupun ketiga yang mana populasi perempuan telah terinfeksi 
virus. Hubungan seksual yang mana perempuan telah terinfeksi 
dapat dipengaruhi oleh populasi yang terinfeksi virus. Sedangkan 
individu perempuan dengan usia dibawah 26 tahun yang telah 
terinfeksi virus dipengaruhi oleh meningkatnya hubungan seksual 
yang mana sifat infeksi dibawa oleh laki-laki. Sehingga pada 
populasi perempuan usia dibawah 26 tahun berpengaruh pada 





c) Hubungan populasi perempuan usia diatas 26 tahun dan 
populasi laki-laki  
 
Gambar 4. 18 Grafik exposed laki-laki dan exposed perempuan dengan 
usia diatas 26 tahun 
 
Pada grafik  diatas menunjukkan bahwa individu exposed 
perempuan dengan usia di atas 26 tahun memerlukan waktu yang 
lambat untuk mendekati persekitarann titik setimbang. Hal ini 
dipengaruhi oleh meningkatnya  laju kematangan usia perempuan 
dari populasi perempuan dibawah 26 tahun dan meningkatnya 
hubungan seksual yang terjadi pada individu perempuan yang 
rentan maupuan populasi yang rentan dengan kegagalan vaksinasi 
dosis pertama, kedua dan ketiga. Laju hubungan seksual ini sifat 
infeksi telah ada pada populasi laki-laki yang nantinya  akan 
menginfeksi populasi perempuan usia diatas 26 tahun. Pada 
populasi laki-laki juga dipengaruhi oleh meningkatnya hubungan 
seksual yang  mana sifat infeksi dibawa oleh perempuan. Hal ini 
menyebabkan laki-laki akan menunjukkan gejala infeksi. Laju 
hubungan seksual yang  mana sifat infeksi di bawa oleh perempuan 
dipengaruhi oleh populasi persistensi infeksi. Populasi persistensi 
infeksi yang akan menyebabkan kanker serviks ini dipengaruhi 

















































Bab berisi kesimpulan dari semua kegiatan penelitian dari 
Tugas Akhir dan saran untuk pengembangan dalam Tugas Akhir 
serta saran untuk penelitian selanjutnya. 
 
5.1 Kesimpulan 
Berdasarkan analisis hasil simulasi yang disajikan pada bab 
sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal sebagai berikut: 
1. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa model matematika 
pengaruh pemberian vaksin infeksi HPV terhadap kanker 
serviks dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde ke 
empat dapat memenuhi syarat stabilitas. Dengan mengambil 
nilai h=0.5 dan 0.005 dapat menunjukkan bahwa semakin kecil 
nilai h maka semakin sedikit waktu yang dibutuhkan. 
2. Model matematika pengaruh pemberian vaksin infeksi HPV 
terhadap kanker serviks yang berkaitan dengan bilangan 
reproduksi dipengaruhi oleh rate gejala virus dan laju usia 
kematangan perempuan. Dengan parameter 𝜌 = 0.25 dan 0.75 
serta 𝜉 =0.5 dan 1, menunjukkan bahwa semakin kecil rate 
gejala virus maka semakin lambat waktu yang dibutuhkan pada 
penyebaran virus, tetapi jika laju kematangan usia perempuan 
semakin besar maka semakin kecil waktu yang dibutuhkan 
untuk terinfeksi virus HPV yang menyebabkan kanker serviks. 
3. Hubungan antara populasi perempuan dengan populasi laki-laki 
terletak pada laju hubungan seksual, sedangkan hubungan 
antara sub populasi perempuan dengan usia dibawah 26 tahun 
dan diatas 26 tahun terletak pada laju usia pematangan. 
 
5.2 Saran 
1. Pada Tugas Akhir ini hanya menganalisis kestabilan model 
matematika pengaruh pemberian vaksin infeksi HPV terhadap 
kanker serviks, sehingga perlu di kembangkan penelitian 





2. Pada Tugas Akhir ini simulasi numerik menggunakan metode 
numerik Runge-Kutta orde ke empat sehingga dapat 
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Listing Program Matlab R2013a Model Matematika Pengaruh 





%Tugas Akhir  
%Astika Febriani/06111440000021 
%Analisis Stabilitas Model Matematika Pengaruh 
Pemberian Infeksi HPV terhadap Kanker 




t0 = input('masukkan waktu awal ='); 
tf = input('masukkan waktu akhir ='); 
n = input('masukkan banyaknya iterasi ='); 
  
h =(tf-t0)/n ; 
t = 0:h:n*h; 






















































































psiu=0.5; psiv=0.5; psiw=0.5; 
omegau=0.5; omegav=0.1; omegaw=0.1; 
epsilonu=0.3; epsilonv=0.7; epsilonw=0.95; 
xi=0.9; 
rhom=0.5;rho1=0.5; rho2=0.5; 


























%---Representasi Metode Runge-Kutta 
%=== model 1 ====== 
for i=1:n 
     
    % k1 
    S1k1=h*((pif*(1-phif))-(psiu*S1(i))-
(lamdam*S1(i))-((xi+miuf)*S1(i))); 
    U1k1=h*((pif*phif)+(psiu*S1(i))-((1-
epsilonu)*lamdam*U1(i))-((psiv+xi+miuf)*U1(i))); 
    V1k1=h*((psiv*U1(i)-((1-
epsilonv)*lamdam*V1(i))-
((psiw+xi+miuf)*V1(i)))); 
    W1k1=h*((psiw*V1(i))-((1-
epsilonw)*lamdam*W1(i))-((xi+miuf)*W1(i))); 
    E1k1=h*(((lamdam*(S1(i)+(1-
epsilonu)*U1(i)+(1-epsilonv)*V1(i)+(1-
epsilonw)*W1(i))))-((rho1+xi+miuf)*E1(i))); 
    I1k1=h*((rho1*E1(i))-
((sigma1+xi+miuf)*I1(i))); 
    R1k1=h*((sigma1*I1(i))-((xi+miuf)*R1(i)));    
     
    %k2 
    S1k2=h*(((pif*(1-phif))-
(psiu*(S1(i)+hh*S1k1))-(lamdam*(S1(i)+hh*S1k1))-
((xi+miuf)*(S1(i)+hh*S1k1)))); 
    U1k2=h*(((pif*phif+psiu*(S1(i)+hh*S1k1))-
((1-epsilonu)*lamdam*(U1(i)+hh*U1k1))-
((psiv+xi+miuf)*(U1(i)+hh*U1k1)))); 







    W1k2=h*(((psiw*(V1(i)+hh*V1k1)-((1-
epsilonw)*lamdam*(W1(i)+hh*W1k1))-
((xi+miuf)*(W1(i)+hh*W1k1))))); 





    I1k2=h*((rho1*(E1(i)+E1k1))-
((sigma1+xi+miuf)*(I1(i)+hh*I1k1))); 
    R1k2=h*((sigma1*(I1(i)+hh*I1k1))-
((xi+miuf)*(R1(i)+R1k1))); 
     
    %k3 
    S1k3=h*(((pif*(1-phif))-
(psiu*(S1(i)+hh*S1k2))-(lamdam*(S1(i)+hh*S1k2))-
((xi+miuf)*(S1(i)+hh*S1k2)))); 
    U1k3=h*(((pif*phif+psiu*(S1(i)+hh*S1k2))-
((1-epsilonu)*lamdam*(U1(i)+hh*U1k2))-
((psiv+xi+miuf)*(U1(i)+hh*U1k2)))); 
    V1k3=h*(((psiv*(U1(i)+hh*U1k2))-((1-
epsilonv)*lamdam*(V1(i)+hh*V1k2))-
((psiw+xi+miuf)*(V1(i)+hh*V1k2)))); 
    W1k3=h*(((psiw*(V1(i)+hh*V1k2)-((1-
epsilonw)*lamdam*(W1(i)+hh*W1k2))-
((xi+miuf)*(W1(i)+hh*W1k2))))); 





    I1k3=h*((rho1*(E1(i)+E1k2))-
((sigma1+xi+miuf)*(I1(i)+hh*I1k2))); 
    R1k3=h*((sigma1*(I1(i)+hh*I1k2))-
((xi+miuf)*(R1(i)+R1k2))); 
     
    %k4 







    U1k4=h*(((pif*phif+psiu*(S1(i)+S1k3))-((1-
epsilonu)*lamdam*(U1(i)+U1k3))-
((psiv+xi+miuf)*(U1(i)+U1k3)))); 
    V1k4=h*(((psiv*(U1(i)+U1k3))-((1-
epsilonv)*lamdam*(V1(i)+V1k3))-
((psiw+xi+miuf)*(V1(i)+V1k3)))); 
    W1k4=h*(((psiw*(V1(i)+V1k3)-((1-
epsilonw)*lamdam*(W1(i)+W1k3))-
((xi+miuf)*(W1(i)+W1k3))))); 





    I1k4=h*((rho1*(E1(i)+E1k3))-
((sigma1+xi+miuf)*(I1(i)+I1k3))); 
    R1k4=h*((sigma1*(I1(i)+I1k3))-
((xi+miuf)*(R1(i)+R1k3))); 
     
    S1(i+1)=S1(i)+((1/6)*(S1k1+S1k2+S1k3+S1k4)); 
    U1(i+1)=U1(i)+((1/6)*(U1k1+U1k2+U1k3+U1k4)); 
    V1(i+1)=V1(i)+((1/6)*(V1k1+V1k2+V1k3+V1k4)); 
    W1(i+1)=W1(i)+((1/6)*(W1k1+W1k2+W1k3+W1k4)); 
    E1(i+1)=E1(i)+((1/6)*(E1k1+E1k2+E1k3+E1k4)); 
    I1(i+1)=I1(i)+((1/6)*(I1k1+I1k2+I1k3+I1k4)); 
    R1(i+1)=R1(i)+((1/6)*(R1k1+R1k2+R1k3+R1k4)); 
     
end 
  
  %==== model 2 ======= 
for i=1:n 
     
    %k1 
    S2k1=h*((xi*S1(i))-(eta*lamdam*S2(i))-
(miuf*S2(i))); 
    U2k1=h*((xi*U1(i))-(eta*(1-
epsilonu)*lamdam*U2(i))-(miuf*U2(i))); 






    W2k1=h*((xi*W1(i))-(eta*(1-
epsilonw)*lamdam*W2(i))-(miuf*W2(i))); 
    E2k1=h*((xi*E1(i))+(eta*lamdam*(S2(i)+(1-
epsilonu)*U2(i)+(1-epsilonv)*V2(i)+(1-
epsilonw)*W2(i)))-((rho2+miuf)*E2(i))); 
    I2k1=h*((xi*I1(i))+(rho2*E2(i))-
((sigma2+miuf)*I2(i))); 
    Pk1=h*(((1-r)*sigma2*I2(i))-
((sigma3+kappa+miuf)*P(i))); 
    Qk1=h*((kappa*P(i))-
((sigma4+alfa+miuf)*Q(i))); 
    Ck1=h*((alfa*Q(i))-
((gamma+miuf+delf)*C(i))); 
    Rck1=h*((gamma*Q(i))-(miuf*Rc(i))); 
    
R2k1=h*((xi*R1(i))+(r*sigma2*I2(i))+(sigma3*P(i)
)+(sigma4*Q(i))-(miuf*R2(i))); 
     
    %k2 
    S2k2=h*((xi*(S1(i)+hh*S1k1))-
(eta*lamdam*(S2(i)+hh*S2k1))-
(miuf*(S2(i)+hh*S2k1))); 
    U2k2=h*((xi*(U1(i)+hh*U1k1))-(eta*(1-
epsilonu)*lamdam*(U2(i)+hh*U2k1))-
(miuf*(U2(i)+hh*U2k1))); 
    V2k2=h*((xi*(V1(i)+hh*V1k1))-(eta*(1-
epsilonv)*lamdam*(V2(i)+hh*V2k1))-
(miuf*(V2(i)+hh*V2k1))); 
    W2k2=h*((xi*(W1(i)+hh*W1k1))-(eta*(1-
epsilonw)*lamdam*(W2(i)+hh*W2k1))-
(miuf*(W2(i)+hh*W2k1))); 













    Pk2=h*(((1-r)*sigma2*(I2(i)+hh*I2k1)-
((sigma3+kappa+miuf)*(P(i)+hh*Pk1)))); 
    Qk2=h*((kappa*(P(i)+hh*Pk1))-
((sigma4+alfa+miuf)*(Q(i)+hh*Qk1))); 
    Ck2=h*((alfa*(Q(i)+hh*Qk1))-
((gamma+miuf+delf)*(C(i)+hh*Ck1))); 
    Rck2=h*((gamma*(C(i)+hh*Ck1))-
(miuf*(Rc(i)+hh*Rck1))); 




   
     
    %k3 
    S2k3=h*((xi*(S1(i)+hh*S1k2))-
(eta*lamdam*(S2(i)+hh*S2k2))-
(miuf*(S2(i)+hh*S2k2))); 
    U2k3=h*((xi*(U1(i)+hh*U1k2))-(eta*(1-
epsilonu)*lamdam*(U2(i)+hh*U2k2))-
(miuf*(U2(i)+hh*U2k2))); 
    V2k3=h*((xi*(V1(i)+hh*V1k2))-(eta*(1-
epsilonv)*lamdam*(V2(i)+hh*V2k2))-
(miuf*(V2(i)+hh*V2k2))); 
    W2k3=h*((xi*(W1(i)+hh*W1k2))-(eta*(1-
epsilonw)*lamdam*(W2(i)+hh*W2k2))-
(miuf*(W2(i)+hh*W2k2))); 






    
I2k3=h*((xi*(I1(i)+hh*I1k2))+(rho2*(E2(i)+hh*E2k
2))-((sigma2+miuf)*(I2(i)+hh*I2k2))); 
    Pk3=h*(((1-r)*sigma2*(I2(i)+hh*I2k2)-
((sigma3+kappa+miuf)*(P(i)+hh*Pk2)))); 






    Ck3=h*((alfa*(Q(i)+hh*Qk2))-
((gamma+miuf+delf)*(C(i)+hh*Ck2))); 
    Rck3=h*((gamma*(C(i)+hh*Ck2))-
(miuf*(Rc(i)+hh*Rck2))); 




     
    %k4 
    S2k4=h*((xi*(S1(i)+S1k3))-
(eta*lamdam*(S2(i)+S2k3))-(miuf*(S2(i)+S2k3))); 
    U2k4=h*((xi*(U1(i)+U1k3))-(eta*(1-
epsilonu)*lamdam*(U2(i)+U2k3))-
(miuf*(U2(i)+U2k3))); 
    V2k4=h*((xi*(V1(i)+V1k3))-(eta*(1-
epsilonv)*lamdam*(V2(i)+V2k3))-
(miuf*(V2(i)+V2k3))); 
    W2k4=h*((xi*(W1(i)+W1k3))-(eta*(1-
epsilonw)*lamdam*(W2(i)+W2k3))-
(miuf*(W2(i)+W2k3))); 






    
I2k4=h*((xi*(I1(i)+I1k3))+(rho2*(E2(i)+E2k3))-
((sigma2+miuf)*(I2(i)+I2k3))); 
    Pk4=h*(((1-r)*sigma2*(I2(i)+I2k3)-
((sigma3+kappa+miuf)*(P(i)+Pk3)))); 
    Qk4=h*((kappa*(P(i)+Pk3))-
((sigma4+alfa+miuf)*(Q(i)+Qk3))); 
    Ck4=h*((alfa*(Q(i)+Qk3))-
((gamma+miuf+delf)*(C(i)+Ck3))); 
    Rck4=h*((gamma*(C(i)+Ck3))-
(miuf*(Rc(i)+Rck3))); 









    S2(i+1)=S2(i)+(1/6)*(S2k1+S2k2+S2k3+S2k4); 
    U2(i+1)=U2(i)+(1/6)*(U2k1+U2k2+U2k3+U2k4); 
    V2(i+1)=V2(i)+(1/6)*(V2k1+V2k2+V2k3+V2k4); 
    W2(i+1)=W2(i)+(1/6)*(W2k1+W2k2+W2k3+W2k4); 
    E2(i+1)=E2(i)+(1/6)*(E2k1+E2k2+E2k3+E2k4); 
    I2(i+1)=I2(i)+(1/6)*(I2k1+I2k2+I2k3+I2k4); 
    P(i+1)=P(i)+(1/6)*(Pk1+Pk2+Pk3+Pk4); 
    Q(i+1)=Q(i)+(1/6)*(Qk1+Qk2+Qk3+Qk4); 
    C(i+1)=C(i)+(1/6)*(Ck1+Ck2+Ck3+Ck4); 
    Rc(i+1)=Rc(i)+(1/6)*(Rck1+Rck2+Rck3+Rck4); 
    R2(i+1)=R2(i)+(1/6)*(R2k1+R2k2+R2k3+R2k4); 
     
end 
%===== model 3 ============ 
for i=1:n 
  
    %k1 
    Smk1=h*((pim*(1-phim))-(omegau*Sm(i))-
(lamdaf*Sm(i))-(mium*Sm(i))); 
    Umk1=h*((pim*phim)+(omegau*Sm(i))-((1-
epsilonu)*lamdaf*Um(i))-((omegav+mium)*Um(i))); 
    Vmk1=h*((omegav*Um(i))-((1-
epsilonv)*lamdaf*Vm(i))-((omegaw+mium)*Vm(i))); 
    Wmk1=h*(((omegaw*Vm(i))-((1-
epsilonw)*lamdaf*Wm(i))-(mium*Wm(i)))); 
    Emk1=h*(((lamdaf*(Sm(i)+((1-
epsilonu)*Um(i))+((1-epsilonv)*Vm(i))+((1-
epsilonw)*Wm(i))))-((rhom+mium)*Em(i)))); 
    Imk1=h*((rhom*Em(i))-((sigmam+mium)*Im(i))); 
    Rmk1=h*((sigmam*Im(i))-(mium*Rm(i))); 
     
    %k2 








    Umk2=h*((pim*phim)+(omegau*(Sm(i)+hh*Smk1))-
((1-epsilonu)*lamdaf*(Um(i)+hh*Umk1))-
((omegav+mium)*(Um(i)+hh*Umk1))); 
    Vmk2=h*((omegav*(Um(i)+Umk1))-((1-
epsilonv)*lamdaf*(Vm(i)+hh*Vmk1))-
((omegaw+mium)*(Vm(i)+hh*Vmk1))); 
    Wmk2=h*((omegaw*(Vm(i)+Vmk1))-((1-
epsilonw)*lamdaf*(Wm(i)+hh*Wmk1))-
((mium*(Wm(i)+hh*Wmk1)))); 





    Imk2=h*((rhom*(Em(i)+hh*Emk1))-
((sigmam+mium)*(Im(i)+hh*Imk1))); 
    Rmk2=h*((sigmam*(Im(i)+hh*Imk1))-
(mium*(Rm(i)+hh*Rmk1))); 
    
    %k3 




    Umk3=h*((pim*phim)+(omegau*(Sm(i)+hh*Smk2))-
((1-epsilonu)*lamdaf*(Um(i)+hh*Umk2))-
((omegav+mium)*(Um(i)+hh*Umk2))); 
    Vmk3=h*((omegav*(Um(i)+Umk2))-((1-
epsilonv)*lamdaf*(Vm(i)+hh*Vmk2))-
((omegaw+mium)*(Vm(i)+hh*Vmk2))); 
    Wmk3=h*((omegaw*(Vm(i)+Vmk2))-((1-
epsilonw)*lamdaf*(Wm(i)+hh*Wmk2))-
((mium*(Wm(i)+hh*Wmk2)))); 











    Rmk3=h*((sigmam*(Im(i)+hh*Imk2))-
(mium*(Rm(i)+hh*Rmk2))); 
     
    %k4 
    Smk4=h*(((pim*(1-phim))-
(omegau*(Sm(i)+Smk3))-(lamdaf*(Sm(i)+Smk3))-
(mium*(Sm(i)+Smk3)))); 
    Umk4=h*((pim*phim)+(omegau*(Sm(i)+Smk3))-
((1-epsilonu)*lamdaf*(Um(i)+Umk3))-
((omegav+mium)*(Um(i)+Umk3))); 
    Vmk4=h*((omegav*(Um(i)+Umk3))-((1-
epsilonv)*lamdaf*(Vm(i)+Vmk3))-
((omegaw+mium)*(Vm(i)+Vmk3))); 
    Wmk4=h*((omegaw*(Vm(i)+Vmk3))-((1-
epsilonw)*lamdaf*(Wm(i)+Wmk3))-
((mium*(Wm(i)+Wmk3)))); 





    Imk4=h*((rhom*(Em(i)+Emk3))-
((sigmam+mium)*(Im(i)+Imk3))); 
    Rmk4=h*((sigmam*(Im(i)+Imk3))-
(mium*(Rm(i)+Rmk3))); 
     
    Sm(i+1)=Sm(i)+((1/6)*(Smk1+Smk2+Smk3+Smk4)); 
    Um(i+1)=Um(i)+((1/6)*(Umk1+Umk2+Umk3+Umk4)); 
    Vm(i+1)=Vm(i)+((1/6)*(Vmk1+Vmk2+Vmk3+Vmk4)); 
    Wm(i+1)=Wm(i)+((1/6)*(Wmk1+Wmk2+Wmk3+Wmk4)); 
    Em(i+1)=Em(i)+((1/6)*(Emk1+Emk2+Emk3+Emk4)); 
    Im(i+1)=Im(i)+((1/6)*(Imk1+Imk2+Imk3+Imk4)); 
    Rm(i+1)=Rm(i)+((1/6)*(Rmk1+Rmk2+Rmk3+Rmk4)); 
end 
 %Nilai Ro 
Ro1=tau11+tau12+tau13/(rho1+xi+miuf); 
if Ro1 >=1 
    disp('Bilangan Reproduksi Perempuan Usia 
dibawah 26 tahun ') 





    disp('stabil') 
elseif (Ro1 <=1) 
    disp('Bilangan Reproduksi Perempuan Usia 
dibawah 26 tahun') 
    disp(Ro1) 
    disp('tidak stabil') 
end 
Ro2=tau21+tau22+tau23/(rho2+miuf); 
if Ro2 >=1 
    disp('Bilangan Reproduksi Perempuan usia 
diatas 26 tahun') 
    disp(Ro2) 
    disp('stabil') 
elseif (Ro2 <=1) 
    disp('Bilangan Reproduksi Perempuan usia 
diatas 26 tahun') 
    disp(Ro2) 




if Rom >=1 
    ('Bilangan Reproduksi Laki-Laki') 
    disp(Rom) 
    disp('stabil') 
elseif (Ro2 <=1) 
    disp('Bilangan Reproduksi Laki-Laki') 
    disp(Rom) 
    disp('tidak stabil') 
end 
 if Ro1 >=1 & Ro2 >=1 
     disp('Keadaan populasi perempuan usia 
dibawah dan diatas 26 tahun') 
     disp('stabil') 
 elseif (Ro1 >=1 & Ro2 <=1) 
     disp('Keadaan populasi perempuan usia 
dibawah dan diatas 26 tahun') 
     disp('stabil') 
 elseif (Ro1 <=1 & Ro2 <=1) 
     disp('Keadaan populasi perempuan usia 





     disp('tidak stabil') 
 elseif (Ro1 <=1 & Ro2 <=1) 
     disp('Keadaan populasi perempuan usia 
dibawah dan diatas 26 tahun') 
     disp('tidak stabil') 
 end 
 if (Ro1 >=1 & Rom >=1) 
     disp('Keadaan populasi laki-laki dan 
perempuan usia dibawah 26 tahun') 
     disp('stabil') 
 elseif (Ro1 >=1 & Rom <=1) 
     disp('Keadaan populasi laki-laki dan 
perempuan usia dibawah 26 tahun') 
     disp('tidak stabil') 
 elseif (Ro1 <=1 & Rom >=1) 
     disp('Keadaan populasi laki-laki dan 
perempuan usia dibawah 26 tahun') 
     disp('tidak stabil') 
 elseif (Ro1 <=1 & Rom <=1) 
     disp('Keadaan populasi laki-laki dan 
perempuan usia dibawah 26 tahun') 
     disp ('tidak stabil') 
 end 
if (Ro2 >=1 & Rom >=1) 
    disp('Keadaan populasi laki-laki dan 
perempuan usia diatas 26 tahun') 
     disp('stabil') 
 elseif (Ro2 >=1 & Rom <=1) 
     disp('Keadaan populasi laki-laki dan 
perempuan usia diatas 26 tahun') 
     disp('tidak stabil') 
 elseif (Ro2 <=1 & Rom >=1) 
     disp('Keadaan populasi laki-laki dan 
perempuan usia diatas 26 tahun') 
     disp('tidak stabil') 
 elseif (Ro2 <=1 & Rom <=1) 
     disp('Hubungan antara laki-laki perempuan 
usia diatas 26 tahun') 



























































































Perhitungan Titik Kesetimbangan 
1. Titik kesetimbangan bebas penyakit 




= 𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1] −
(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝐸1  …(1) 
Pada persamaan pertama perupakan bebas penyakit sehingga 




𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1] − (𝜌1 +  𝜉 +
𝜇𝑓)𝐸1 = 0 (1a) 
Subtitusi 𝐸1 = 0 pada persamaan (1a), maka 
𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1]=0 
𝜆𝑚 = 0 atau  








𝜌1𝐸1 − (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝐼1 = 0 …(2a) 
Subtitusi 𝐸1 = 0 pada persamaan (2a), maka 




= 𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1 − 𝜆𝑚𝑆1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 
𝑑𝑆1
𝑑𝑡
= 0  
𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1 − 𝜆𝑚𝑆1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 = 0 …(3a) 
Subtitusi 𝜆𝑚 = 0, pada persamaan (3a) ,maka 
𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 = 0 







(𝜓𝑢 + 𝜉 + 𝜇𝑓)
 
Misal (𝜉 + 𝜇𝑓) = 𝑘1, maka 𝑆1 =
𝜋𝑓(1−∅𝑓)
(𝜓𝑢+𝑘1)








𝜋𝑓∅𝑓 + 𝜓𝑢𝑆1 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1 − (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1 = 0 …(4a) 




− (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1=0 
𝑈1 =
𝜋𝑓∅𝑓(𝜓𝑢 + 𝑘1) + 𝜓𝑢𝜋𝑓(1 − ∅𝑓)
(𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)(𝜓𝑢 + 𝑘1)
 
Misal (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓) = 𝑘2, maka 
𝑈1 =














𝜓𝑣𝑈1 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑉1 = 0 …(5a) 




 − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑉1 = 0 
𝑉1 = 𝜓𝑣
𝜋𝑓(∅𝑓𝑘1 + 𝜓𝑢)
(𝑘2)(𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)(𝜓𝑢 + 𝑘1)
 
















𝜓𝑤𝑉1 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1 − ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1 = 0 ..(6a) 
















𝜎1𝐼1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑅1 = 0   (7a) 
Subtitusi 𝐼1 = 0 pada persamaan (7a), maka 
(𝜉 + 𝜇𝑓)𝑅1 =0 atau 𝑅1 =0 














= 𝜉𝑊1 + 𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2 + (1 −
𝜖𝑤)𝑊2] − (𝜌2 + 𝜇𝑓)𝐸2  
Pada persamaan prtama perupakan bebas penyakit sehingga tidak 
ada individu yang terserang virus HPV maka 𝐸2 adalah nol. 
𝜉𝐸1 + 𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊2] −
(𝜌2 + 𝜇𝑓)𝐸2 = 0  …(8a) 
Subtitusi 𝐸2 = 0  dan 𝐸1 = 0 pada persamaan (8a) 
𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊2] = 0 












𝜉𝐼1 + 𝜌2𝐸2 − (𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2 = 0  (9a) 
Subtitusi 𝐸2 = 0  dan 𝐼1 = 0 pada persamaan (8a), maka  








𝜉𝑆1 − 𝜂𝜆𝑚𝑆2 − 𝜇𝑓𝑆2 = 0  (10a) 
Subtitusi 𝜆𝑚 = 0  dan (3b) pada persamaan (10a), maka 
𝜉𝜋𝑓(1−∅𝑓)
(𝜓𝑢+𝑘1)












𝜉𝑈1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2 − 𝜇𝑓𝑈2 = 0 …(11a) 
Subtitusi 𝜆𝑚 = 0  dan (4b) pada persamaan (11a), maka 
𝜉𝜋𝑓(∅𝑓𝑘1+𝜓𝑢)
(𝑘2)(𝜓𝑢+𝑘1)












𝜉𝑉1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2 − 𝜇𝑓𝑉2 = 0  (12a) 
Subtitusi 𝜆𝑚 = 0  dan (5b) pada persamaan (12a), maka  
𝜉𝜓𝑣𝜋𝑓(∅𝑓𝑘1+𝜓𝑢)
𝑘3𝑘2(𝜓𝑢+𝑘1)
















𝜉𝑊1 − 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2 − 𝜇𝑓𝑊2 = 0  (13a) 
Subtitusi 𝜆𝑚 = 0  dan (6b) pada persamaan (13a), maka  
𝜉𝜓𝑤𝜓𝑣𝜋𝑓(∅𝑓𝑘1+𝜓𝑢)
𝑘3𝑘2𝑘1(𝜓𝑢+𝑘1)












(1 − 𝑟)𝜎2𝐼2 − (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)𝑃 = 0  …(14a) 
Subtitusi 𝐼2 = 0 pada persamaan (14a) 









𝜅𝑃 − (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓) = 0 …(15a) 
Subtitusi 𝑃 = 0 pada persamaan (15a), maka (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)𝑄 =








𝛼𝑄 − (𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 = 0    (16a) 
Subtitusi 𝑄 = 0 pada persamaan (16a) maka (𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶 = 0 












𝛾𝐶 − 𝜇𝑓𝑅𝑐 = 0   (17a) 








𝜉𝑅1 + 𝑟𝜎2𝐼2 + 𝜎3𝑃 + 𝜎4𝑄 − 𝜇𝑓𝑅2 = 0  (18a) 
Subtitusi 𝑅1 = 0, 𝑃 = 0, 𝑄 = 0, dan 𝐼2 pada persamaan (18a), 
maka 𝜇𝑓𝑅2 = 0 atau  𝑅2 = 0 















= 𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚] −




𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚] − (𝜌𝑚 +
𝜇𝑚)𝐸𝑚 = 0   (19) 
Pada persamaan pertama perupakan bebas penyakit sehingga 
tidak ada individu yang terserang virus HPV maka 𝐸𝑚 adalah nol. 









𝜌𝑚𝐸𝑚 − (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 = 0 …(20a) 
Subtitusi 𝐸𝑚 = 0 pada persamaan (20a) ,maka  (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 =












𝜋𝑚(1 − ∅𝑚) − 𝜔𝑢𝑆𝑚 − 𝜆𝑓𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝑆𝑚 = 0 …(21a) 
Subtitusi 𝜆𝑚 = 0 pada persamaan (21a), maka 












𝜋𝑚∅𝑚 + 𝜔𝑢𝑆𝑚 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚 − (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 = 0 ..(22a) 





− (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 = 0 
𝑈𝑚 =
𝜋𝑚∅𝑚(𝜔𝑢 + 𝜇𝑚) + 𝜔𝑢𝜋𝑚(1 − ∅𝑚)
(𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)(𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)
 
𝑈𝑚 =
𝜋𝑚∅𝑚𝜔𝑢 + 𝜋𝑚∅𝑚𝜇𝑚 + 𝜔𝑢𝜋𝑚 − 𝜔𝑢𝜋𝑚∅𝑚

















𝜔𝑣𝑈𝑚 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚 − (𝜔𝑤 + 𝜇𝑚)𝑉𝑚 = 0 …(23a) 








− (𝜔𝑤 + 𝜇𝑚)𝑉𝑚 = 0 
𝑉𝑚 =
𝜔𝑣𝜋𝑚∅𝑚𝜔𝑢 + 𝜔𝑢𝜋𝑚
𝑘4(𝜔𝑤 + 𝜇𝑚)(𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)
 












𝜔𝑢𝑉𝑚 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚 − 𝜇𝑚𝑊𝑚 = 0…(24a) 
Subtitusi 𝜆𝑓 = 0 dan persamaan (23a) pada persamaan (24a) 
𝜔𝑢𝜔𝑣𝜋𝑚∅𝑚𝜔𝑢 + 𝜔𝑢𝜋𝑚
𝑘4𝑘5(𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)












𝜎𝑚𝐼𝑚 − 𝜇𝑚𝑅𝑚 = 0 
Subtitusi persamaan 𝐼𝑚 = 0 pada persamaan (24), maka 𝜇𝑚𝑅𝑚 =
0 atau 𝑅𝑚 = 0 
 







0 , , 𝑅𝑚
0  
 
2. Titik kesetimbangan endemik 




= 𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1 − 𝜆𝑚𝑆1 − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1 
𝑑𝑆1
𝑑𝑡
= 0  
𝜋𝑓(1 − ∅𝑓) − 𝜓𝑢𝑆1
∗∗ − 𝜆𝑚𝑆1
∗∗ − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑆1










(𝜓𝑢 + 𝜆𝑚 + 𝜉 + 𝜇𝑓)
 














∗∗ − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈1
∗∗ − (𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑈1





(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚 + 𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓
 
Misal 𝑘2 = 𝜓𝑣 +  𝜉 + 𝜇𝑓, 𝐷𝑢 = (1 − 𝜖𝑢) 




















∗∗ − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉1
∗∗ − (𝜓𝑤 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝑉1



































∗∗ − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊1
∗∗ − ( 𝜉 + 𝜇𝑓)𝑊1





(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚 + ( 𝜉 + 𝜇𝑓)
 






∗∗ + 𝐷11)∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3)
 












= 𝜆𝑚[𝑆1 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1] −





∗∗ + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1
∗∗ + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1
∗∗ + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1
∗∗]
− (𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓)𝐸1




∗∗ + (1 − 𝜖𝑢)𝑈1
∗∗ + (1 − 𝜖𝑣)𝑉1
∗∗ + (1 − 𝜖𝑤)𝑊1
∗∗]
(𝜌1 +  𝜉 + 𝜇𝑓)
 





























∗∗ + 𝐷11)∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 
























∗∗ − (𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)𝐼1





(𝜎1 + 𝜉 + 𝜇𝑓)
 

































∗∗ − (𝜉 + 𝜇𝑓)𝑅1
















∗∗ + 𝐷11)𝑘4𝑘5 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 









∗∗ + 𝐷11)𝑘4𝑘5𝑘6 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 



















































∗∗ − 𝜂(1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑚𝑈2
∗∗ − 𝜇𝑓𝑈2














   


















∗∗ − 𝜂(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑚𝑉2
∗∗ − 𝜇𝑓𝑉2

































∗∗ − 𝜂(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑚𝑊2
∗∗ − 𝜇𝑓𝑊2

















∗∗ + 𝐷11)∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 













= 𝜉𝑊1 + 𝜂𝜆𝑚[𝑆2 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2 + (1 −






∗∗ + (1 − 𝜖𝑢)𝑈2
∗∗ + (1 − 𝜖𝑣)𝑉2
∗∗ + (1 − 𝜖𝑤)𝑊2
∗∗]
− (𝜌2 + 𝜇𝑓)𝐸2

















































∗∗ + 𝜇𝑓) ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3)(𝑤,1)
 








∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚













∗∗ − (𝜎2 + 𝜇𝑓)𝐼2































∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗) ∏ (𝜂𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓)𝑖=𝑢,𝑣,𝑤(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 









∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘7𝑘8 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚












∗∗ − (𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)𝑃




(𝜎3 + 𝜅 + 𝜇𝑓)
 









∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘7𝑘8 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗) ∏ (𝜂𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓)𝑖=𝑢,𝑣,𝑤(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 








∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
9
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚










𝜅𝑃∗ − (𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)𝑄
∗ = 0 
𝑄∗ =
𝜅𝑃∗
(𝜎4 + 𝛼 + 𝜇𝑓)
 








∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
9
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)∏ (𝜂𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓)𝑖=𝑢,𝑣,𝑤(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 












∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
10
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚











𝛼𝑄∗ − (𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)𝐶
∗ = 0 
𝐶∗ =
𝛼𝑄∗
(𝛾 + 𝜇𝑓 + 𝛿𝑓)
 








∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
10
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚











∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
11
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚







= 𝛾𝐶 − 𝜇𝑓𝑅𝑐 
𝑑𝑅𝑐
𝑑𝑡
= 0  
𝛾𝐶∗ − 𝜇𝑓𝑅𝑐














∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
11
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝑘𝑗)∏ (𝜂𝐷𝑖𝜆𝑚
∗∗ + 𝜇𝑓)𝑖=𝑢,𝑣,𝑤(𝑖,𝑗)=(𝑢,2),(𝑣,3),(𝑤,1)
 









∗∗ + 𝜇𝑓)𝜇𝑓𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
11
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚






= 𝜉𝑅1 + 𝑟𝜎2𝐼2 + 𝜎3𝑃 + 𝜎4𝑄 − 𝜇𝑓𝑅2 
𝑑𝑅2
𝑑𝑡








































∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘7𝑘8 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚










∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
9
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚










∗∗ + 𝜇𝑓)𝑘4𝑘5 ∏ 𝑘𝑖
10
𝑖=7 ∏ (𝐷𝑖𝜆𝑚


































= 𝜋𝑚(1 − ∅𝑚) − 𝜔𝑢𝑆𝑚 − 𝜆𝑓𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝑆𝑚 
𝑑𝑆𝑚
𝑑𝑡
= 0  
𝜋𝑚(1 − ∅𝑚) − 𝜔𝑢𝑆𝑚
∗∗ − 𝜆𝑓𝑆𝑚
∗∗ − 𝜇𝑚𝑆𝑚









= 𝜋𝑚∅𝑚 + 𝜔𝑢𝑆𝑚 − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚 − (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚 
𝑑𝑈𝑚
𝑑𝑡
= 0  
𝜋𝑚∅𝑚 + 𝜔𝑢𝑆𝑚
∗∗ − (1 − 𝜖𝑢)𝜆𝑓𝑈𝑚
∗∗ − (𝜔𝑣 + 𝜇𝑚)𝑈𝑚















𝜔𝑢 + 𝜆𝑓 + 𝜇𝑚
 













= 𝜔𝑢𝑈𝑚 − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚 − (𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)𝑉𝑚 
𝑑𝑉𝑚
𝑑𝑡
= 0  
𝜔𝑢𝑈𝑚
∗∗ − (1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓𝑉𝑚
∗∗ − (𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)𝑉𝑚





(1 − 𝜖𝑣)𝜆𝑓 + (𝜔𝑢 + 𝜇𝑚)
 






















= 𝜔𝑢𝑉𝑚 − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚 − 𝜇𝑚𝑊𝑚 
𝑑𝑊𝑚
𝑑𝑡
= 0  
𝜔𝑢𝑉𝑚
∗∗ − (1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓𝑊𝑚
∗∗ − 𝜇𝑚𝑊𝑚





(1 − 𝜖𝑤)𝜆𝑓 + 𝜇𝑚
 





























= 𝜆𝑓[𝑆𝑚 + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚 + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚 + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚] −
(𝜌𝑚 + 𝜇𝑚)𝐸𝑚 
𝑑𝐸𝑚
𝑑𝑡
= 0  
𝜆𝑓[𝑆𝑚
∗∗ + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚
∗∗ + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚
∗∗ + (1 − 𝜖𝑤)𝑊𝑚






∗∗ + (1 − 𝜖𝑢)𝑈𝑚
∗∗ + (1 − 𝜖𝑣)𝑉𝑚
























































= 𝜌𝑚𝐸𝑚 − (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚 
𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡
= 0  
𝜌𝑚𝐸𝑚
∗∗ − (𝜎𝑚 + 𝜇𝑚)𝐼𝑚











































= 𝜎𝑚𝐼𝑚 − 𝜇𝑚𝑅𝑚 
𝑑𝑅𝑚
𝑑𝑡
= 0  
𝜎𝑚𝐼𝑚
∗∗ − 𝜇𝑚𝑅𝑚
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